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序

在网络购书的年代，很容易找到大量的《数学物理方法》的教材。其中比较经

典的，经过大量教学实践检验的，有“吴版”[1]和“梁版”[2]。

对本科低年级基础的学生而言，“吴版”和“梁版”的内容详尽丰富，需要花大

量的时间才能掌握。在很多高校中，物理专业的《数学物理方法》仅是一门 3至 4

学分的课程，这就给讲授“吴版”或者“梁版”提出了挑战。用较少的时间讲授《数

学物理方法》一般有两种做法：一是删减一些比较难的内容（例如球谐函数、第二

类贝塞尔函数等）；二是牺牲一些数学严谨性，把很多定理以几何/物理解释（而非

严格证明）的方式给出。在中山大学任教期间，我一直采取第二种方式进行教学。

对数学基础非常扎实、非常喜欢追求数学严谨性的同学而言，这种教学方式不一定

是最佳的，他们往往需要再花相当多的时间去从参考文献中寻找（或者自己给出）

严谨的证明。不过，对物理专业的绝大多数学生而言，直观性比逻辑严密性更加重

要，因此比较欢迎我这种讲法。

这本书基于我的课件，很多定理的几何或者物理解释都是原创性的。内容和

“吴版”、“梁版”相比，稍有删减，但对物理专业比较重要的，例如球谐函数的对

称性等内容，反而有所加强。对物理专业的学生，本书可以直接作为教材进行讲授

（适合 3-5学分的课程）。对数学专业的学生而言，这本书的数学严谨性有所欠缺。

不过即使如此，数学研究中也非常需要几何直觉的辅助。这本书可以作为一本很

好的参考读物。

在写作过程中，中山大学物理与天文学院 2019级的石寰宇同学、2020级的强

基班同学们作为本书的第一批读者，对本书内容提出了很多宝贵意见，尤其石寰

宇同学和我关于贝塞尔函数积分的讨论为本书第 11章的习题提供了很多有趣的素

材，在此一并感谢。
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内容概要

复变函数，顾名思义，就是以复数为变量的函数。由于复数满足和实数完全相

同的四则运算规则，可以用四则运算表示出来的实变函数都可以直接推广到复变

函数。利用指数函数的泰勒级数展开，也可以把指数函数推广到复变函数。比较麻

烦的是指数函数的反函数——对数函数。通过应用欧拉公式，我们发现复变量意义

下的指数函数映射是“多对一”的映射，因此并不存在普通意义上的反函数。为了

解决这个问题，我们引入“多值函数”的概念，定义了复变量指数函数的反函数，

实际上就是把指数函数的所有反映射解作为多值函数的计算结果。实变量对数函

数是单值函数，复变量对数函数是多值函数，这一看起来似乎并不重要的区别，其

实是复变函数理论的核心。

我们在物理问题中感兴趣的绝大多数函数，都可以展开为 zn (n为整数）的线

性组合，这种展开称为洛朗展开。然后函数的积分、求导等运算都归结为对 zn 的

积分、求导。我们特别感兴趣的是沿着闭合围道的积分，其实就是终点和起点重合

的积分。这时候，除了 z−1的原函数是多值函数 lnz以外，其他 zn都存在单值的原

函数 zn+1

n+1。因为起点和终点相同，单值的原函数在终点与起点的函数值之差（也就

是沿着闭合围道的“定积分”的结果）总是零，所以问题就归结为如何计算 lnz沿

着围道走一圈后函数值的变化。由此即引出了柯西积分公式、留数定理等。





1.复变函数和欧拉公式

1.1 从实变函数到复变函数

说起欧拉公式

eiθ = cosθ + isinθ (1.1)

可能很多读者已经比较熟悉了。在很多科普读物中，对这一精妙绝伦的公式大加

赞誉。但是，如果你在接触欧拉公式之前并未对 eiθ 做过合适的定义，那么你所理

解的欧拉公式恐怕还只停留在科普层面。我们可以做一个我们熟悉的 eθ （θ 为实
数）和我们不熟悉的 eiθ 的类比，然后就说服自己已经（差不多）掌握 eiθ 的概念

了。对我们物理专业的学生或者研究者而言，这种科普层面的类比经常有助于我

们消除对新知识的恐惧感，但我们通常需要花多得多的力气来真正给出 eiθ 的清晰

定义。

当然，你也可以把欧拉公式当作 eiθ 的定义。不过，这样你就很难解释清楚为

什么欧拉公式是一个了不起的公式。

所以我们决定采用另一条途径：先给出一个 eiθ 的不依赖于欧拉公式的“合理”

定义。然后证明欧拉公式成立。

我们很清楚地知道如何把实变函数 f (x) = x2 推广到复变函数 f (z) = z2。这个

推广的“合理”性是不言自明的（我希望至少对物理专业的同学们而言如此；对数

学专业的同学们而言，可能还需要给“合理”这个词一个清晰的定义）。事实上，因

为复数满足和实数完全一样的（加减乘除）四则运算法则，对只涉及四则运算就能

定义的函数，我们可以直接把定义域从实数集扩展到复数集——当然，要除去那
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些让分母为零的点。比如，把整个实数轴上有定义的实变函数 f (x) = 1
1+x2 推广到

复变函数 f (z) = 1
1+z2 时，定义域并不是整个复平面，而是要刨去 z =±i这两个点。

现在的任务是把实变函数 ex“合理”地推广为复变函数。虽然 ex并不能简单

地用四则运算定义，但是我们可以用四则运算表示出来函数无限逼近 ex：

ex = 1+ x+
x2

2
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . . , (1.2)

于是，我们把复变函数

ez ≡ 1+ z+
z2

2
+

z3

3!
+

z4

4!
+ . . . (1.3)

作为实变函数 ex 的推广。定义式(1.3)右边的级数和在复平面上处处收敛，因此它

作为一个合法的定义并没有什么问题。不过，仅仅基于 (1.2)和 (1.3)的相似性而断

言推广的“合理”性仍稍显苍白，我们必须验证指数函数最基本的性质——

ez1+z2 = ez1ez2 . (1.4)

如果上式不成立，你恐怕很难接受把这样的函数称为指数函数。好在，从定义(1.3)出

发很容易就可以得到等式(1.4)，具体过程如下：

按照 ez的定义，所求证的等式(1.4)等价于
∞

∑
n=0

(z1 + z2)
n

n!
= ∑

n1,n2≥0

zn1
1 zn2

2
n1!n2!

(1.5)

对任意 n1,n2 ≥ 0，我们来比较两边 zn1
1 zn2

2 的项的系数：

左边 zn1
1 zn2

2 的项只能来自于 n = n1 +n2 的项的展开，在展开 (z1 + z2)
n 时在 n1

个括号内取 z1，n2个括号内取 z2，总共有 n!
n1!n2! 种取法，即左边 zn1

1 zn2
2 的系数为

1
n!

n!
n1!n2!

=
1

n1!n2!
(1.6)

和右边相同。由 n1,n2的任意性即得证。

（实际上，一个严谨的证明还需要补充说明上述双重级数和的收敛性。这个比

较容易，就留给读者作为练习了。）

1.2 欧拉公式和复数的指数表示

上一节我们给出了复变量指数函数的“合理”定义，下面我们来导出欧拉公

式。

对实数 θ，按定义(1.3)，有

eiθ =
∞

∑
n=0

inθ n

n!
. (1.7)
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上式右边 n为偶数的项是实数项，n为奇数的项是虚数项。分离实虚部即得：

eiθ =
∞

∑
n=0

(−1)nθ 2n

(2n)!
+ i

∞

∑
n=0

(−1)nθ 2n+1

(2n+1)!
(1.8)

实部和虚部恰好分别是三角函数 cosθ 和 sinθ 的级数展开式，于是就得到了欧拉
公式(1.1)。

Figure 1.1: 复数 x+ iy可以写为 reiθ，这里的 r是模，θ 是幅角

在学习欧拉公式之前，我们习惯于在二维复平面的直角坐标系中把复数可视

化。现在，我们可以尝试用极坐标系。请参考图 1.1，利用极坐标和直角坐标的关

系，以及欧拉公式，可以得到复数的指数表示：

x+ iy = r cosθ + ir sinθ = r(cosθ + isinθ) = reiθ . (1.9)

这里 x = Rez，y = Imz分别是 z的实部和虚部；r =
√

x2 + y2 是复数 z = x+ iy的

模，我们通常写作 r = |z|；θ 是复数 z = x+ iy幅角，我们通常写作 θ = argz。注意

幅角不是唯一的，它可以加上 2π 的任意整数倍。有时候为了确定起见，我们会规
定一个范围，并把落在这个范围内的幅角称为幅角主值，记作 Argz。常见的定义

幅角主值的范围有 [0,2π)和 (−π,π]。我们在之后会看到，这种人为的选择在大多
数时候并没有什么用处，最合适的方法是用“动态”的观点来看待幅角。因为我们

研究的是复变函数的微积分（连续变化），我们一开始可以在任意范围内取复数的

幅角，然后当复数连续变动时，让幅角也连续地变化（也就是说，你不能心血来潮

突然就给幅角加个 2π）。
注意：复数零的幅角没有确定的意义。也就是说 arg0是不合法的表达式。

通过一些基本的练习，你很容易掌握一些关于复数的常识：

1. 当 n是奇数，enπi =−1；当 n是偶数，enπi = 1;

2. e±
π
2 i =±i
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3. 当 θ 是实数时，eiθ 的共轭复数是 e−iθ。且两者都在方程 |z| = 1所确定的单

位圆上。两者也互为倒数。

4. 如果 n为正整数，则方程 zn = 1有 n个解：z = e
2kπ

n i (k = 0,1,2, . . . ,n−1)，这

些解均匀地分布在单位圆周 |z|= 1上。

5. 如果 n为正整数，则方程 1+zn = 0有 n个解：z= e
(2k+1)π

n i (k = 0,1,2, . . . ,n−1)，

这些解均匀地分布在单位圆周 |z|= 1上。

1.3 对数函数和复数次幂

有了复变量的指数函数之后，我们可以很轻松地完成三角函数和双曲函数的

复变量推广，例如

cosz ≡ eiz + e−iz

2
; (1.10)

sinz ≡ eiz − e−iz

2i
; (1.11)

coshz ≡ ez + e−z

2
(1.12)

sinhz ≡ ez − e−z

2
(1.13)

这样，欧拉公式(1.1)实际上对任意复数 θ 成立。另外，不难根据定义以及欧拉公式直
接验证，sinz= 0的解仍然只有 z= nπ，(n∈ Z); cosz= 0的解仍然只有 z=

(
n+ 1

2

)
π，

(n ∈ Z)。

设 z = reiθ ̸= 0，我们可以写出

eln |z|+iargz = elnr+iθ = elnreiθ = reiθ = z. (1.14)

从而容易想到这样定义对数函数

lnz := ln |z|+ iargz. (z ̸= 0) (1.15)

注意，定义式 (1.15)左边的 ln表示（需要定义的）复变对数函数，右边的 ln是（已

经有明确定义的）正实变量对数函数。我们之前接触到复变量指数函数、复变量正

弦函数等，都沿用了和实变量函数相同的符号。复变量的对数函数沿用相同的符号

ln似乎无可非议，但事实上这样会导致一些麻烦：由于 argz可以加上 2π 的任意整
数倍，式 (1.15)定义的 lnz可以随意加上 2πi的整数倍。所以复变量的 ln不是严格

意义上的函数——我们称之为多值函数。那么，和指数函数、正弦函数这些函数不

同，正实变量的 ln不能看作复变量的 ln的特殊情况。例如，在正实数变量的对数函

数意义下：ln1 = 0；而在复变量对数函数的意义下：ln1 = 2nπi(n = 0,±1,±2, . . .)。

如果我们不区分复变量 ln和正实变量的 ln，就会产生很大的问题。
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很容易想到，既然如此，那么把复变量的对数函数换个符号吧，就像有些教材

中采用的那样，把复变量的对数函数写作 Ln。另外一种解决方案——也是我们将

采用的解决方案，是做一些默认约定，并在默认约定不能清晰适用的情况下额外

补充说明。我们的默认约定是：

当 ln的作用对象（正式的名字叫函数的宗量）是正实数或者是恒为正实数的

表达式时，约定 ln是正实变量对数函数（也就是你的计算器上的那个 ln），否则 ln

就是 (定义式(1.15)左边的)复变量对数函数。

在极少的情况下，会出现很难判断 ln的宗量是否恒为正实数，或者你不想遵

守默认约定的情形，这时候只需要补充说明 ln的意义就行了。

你可能会有些困惑，为什么一向推崇清晰简明的我会选择一种看起来有些麻

烦的人为约定的方案，直接复变量对数函数用 Ln 不就好了？

我是“约定派”成员而非“Ln 派”成员，是因为还需要考虑另一种表达式 zα

（z,α 均为复数，z ̸= 0）的涵义，它的定义是：

zα = eα lnz. (1.16)

作为“约定派”成员，我在写下(1.16)之后就没有其他什么要说的了。

如果你是 Ln 派的，灵魂拷问立刻来了：定义式(1.16)右边到底该用 ln还是 Ln。

你说该用 Ln 吗？好的，那么
√

2 = 21/2 ?
= e

1
2 Ln2 = e

1
2 (ln2+2nπi) =

√
2enπi =±

√
2. (1.17)

(像
√

2或者 21/2 这种表达式的涵义早已经深入人心，不是你随便扔出个 Ln 就能

改变的。)

如果这还不足以让你动摇，请再看一个例子：

e1/3 ?
= e

1
3 Lne = e

1
3 (1+2nπi) = e1/3e

2
3 nπi. (1.18)

这次连我们觉得万分稳妥的指数函数的写法都出现危机了！好吧，你放弃了，你决

定改变说法：当 z是正实数时，定义式(1.16)用 ln没错，否则要用 Ln。等等，但

我怎么觉得你其实已经是“约定派”的呢了？

思考题：当 n是整数时，按照我们的约定 zn = en lnz，会导致 zn 是多值函数

吗？

1.4 第1章习题

习题 1: 明确地写出 ii的所有可能取值。

习题 2: 计算 (1+ i)20的值。
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习题 3: 满足 |z|+ |z−3|= 5的所有复数 z在复平面上的轨迹是什么？

习题 4: 满足 |z−1|= 2|z+2i|的所有复数在复平面上的轨迹是什么？
习题 5: 满足 Re(z) = |z− 1|的所有复数 z在复平面上的轨迹是什么。这里 Rez表

示 z的实部。

习题 6: 写出方程 z4 + z3 + z2 + z+1 = 0的所有复数解。

习题 7: z1, z2, z3, z4是四个互不相同的复数，且

(z1 − z2)(z3 − z4)

(z2 − z3)(z4 − z1)

为实数。证明：z1, z2, z3, z4在复平面上对应的四个点共线或者共圆。

习题 8: 一个内接于半径为 1的圆的正 314边形，从它一个顶点可以引出 311条对

角线。计算这些对角线的长度的乘积。

习题 9: 计算复变函数 f (z) = |z|4 +(3+ |3+ z|)4的最小可能值。

习题 10: 对正整数 n定义

f (n) =
n

∑
k=1

tan2 kπ
2n+1

计算无穷级数和
∞

∑
n=1

1
f (n)

.



2.解析函数和柯西定理

2.1 复变函数的导数

2.1.1 初等函数的导函数

复变函数的导函数的定义和实变函数的导函数没什么差别：

f ′(z)≡ d f
dz

≡ lim
|∆z|→0+

f (z+∆z)− f (z)
∆z

. (2.1)

用通俗的话来说就是：导函数（如果存在）是函数值的微小变化和自变量的微小变

化之比。

我们已经熟悉了一系列实变函数的求导法则，例如 f (x)= x2的导函数为 f ′(x)=

2x。具体的推导过程如下：

f ′(x) = lim
∆x→0

f (x+∆x)− f (x)
∆x

= lim
∆x→0

(2x+∆x) = 2x. (2.2)

如果把(2.2)中的 x换成复变量 z，就可以得到复变函数 f (z) = z2的导函数为 2z。其

实，由于复数遵循和实数完全相同的加减乘除法则，任何只涉及有限次四则运算

的复变函数的求导法则和实变函数完全相同。在很多情况下，“有限次”这个约束

也可以去掉。例如 ez的导函数

d
dz

ez =
d
dz

∞

∑
n=0

zn

n!
=

∞

∑
n=1

zn−1

(n−1)!
=

∞

∑
n=0

zn

n!
= ez, (2.3)

这里交换求和与求导的次序，当然是安全的（因为级数很好的收敛性）。用同样的

方法你可以得到 d
dz sinz = cosz, d

dz cosz =−sinz这些“无聊”的结果。
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下面，我们来处理“爱惹麻烦”的多值函数 lnz。

当 z = reiθ 沿复平面上的一条 (不经过原点的)曲线连续变化时，我们让幅角 θ
也连续地变化（即不允许突然心血来潮加个 2π 什么的)，这样 lnz = lnr+ iθ 也连
续地发生变化。在这个意义下可以定义 lnz的导数：

dlnz
dz

=
dlnr+ idθ

eiθ dr+ ireiθ dθ
=

dr
r + idθ

eiθ dr+ ireiθ dθ
=

1
reiθ =

1
z
. (2.4)

结果想必在你的意料之中吧！

按照定义(2.1)，求导的链式法则显然也是成立的。我们已经学会了把 zα 写成

eα lnz，这样在规定 z的幅角连续变化的情况下，它的导函数是：

d
dz

zα =
d
dz

eα lnz = α
1
z

eα lnz = αzα−1. (2.5)

注意，上式的最后一步写法只是为了让你和实函数的求导法则进行对比，但这样

写没有指明左右两边多值函数该如何取值，很容易引起混淆。我更喜欢把结果写

成 d
dzzα = α

z zα，以强调左右两边的多值函数 zα 必须取相同的值。

2.1.2 复变函数的可导性：柯西-黎曼方程

至此我们掌握了具有初等表达式的复变函数的求导法则。不过，一旦函数不

以初等表达式的形式出现，它是否可导就成了一个问题。

在实函数的情况下，只要函数图像是光滑的，函数就可导。也就是说，让我四

岁的儿子在纸上随便画个实函数图像，像图2.1那样，它多半是几乎处处可导的。

Figure 2.1: 随手画的一个实函数图像几乎处处可导

但在复变函数的情况下，因为 ∆z可以取任意幅角，可导是要苛刻得多的条件。

复变函数的图像可以这样“随手画出来”。我给我儿子一支蘸满墨水的毛笔，

让他在一张标记好 x-y直角坐标系的纸上刷一下。颜色的深浅代表函数值的大小。
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这样就可以得到一个随意刷出来的二元实函数 u(x,y)。然后再随意刷一个二元实函

数 υ(x,y)，任务就完成了：复变函数 f 由 f (x+ iy) = u(x,y)+ iυ(x,y)定义。
如果要求 f 在 z = x+ iy处可导，(2.1)中的 ∆z可以取任何幅角这个“高难度要

求”可以这样来体现：我先取 ∆z = ε (ε 是实数），再取 ∆z = iε，分别按照(2.1)计算

f ′(z)，两种方式得到的答案应该是一样的。在第一种 ∆z = ε 情况：

f ′(z) = lim
ε→0

u(x+ ε,y)−u(x,y)+ i(υ(x+ ε,y)−υ(x,y))
ε

=
∂u
∂x

+ i
∂υ
∂x

. (2.6)

在第二种 ∆z = iε 的情况：

f ′(z) = lim
ε→0

u(x,y+ ε)−u(x,y)+ i(υ(x,y+ ε)−υ(x,y))
iε

=
∂υ
∂y

− i
∂u
∂y

. (2.7)

这两种结果要相等，下列柯西-黎曼方程 (简称为 CR条件)必须成立：

∂u
∂x

=
∂υ
∂y

;
∂υ
∂x

=−∂u
∂y

. (2.8)

如果 u,υ 都可以在 (x,y)附近写成全微分，那么 CR条件就成为可导的充分必

要条件。充分性证明如下：令 dz = dx+ idy，那么

d f = du+ idυ

=
∂u
∂x

dx+
∂u
∂y

dy+ i
(

∂υ
∂x

dx+
∂υ
∂y

dy
)

=

(
∂u
∂x

+ i
∂υ
∂x

)
dx+

(
∂υ
∂y

− i
∂u
∂y

)
idy

= f ′(z)dz (2.9)

这里导函数

f ′(z) =
∂u
∂x

+ i
∂υ
∂x

=
∂υ
∂y

− i
∂u
∂y

(2.10)

的存在性直接由 CR条件(2.8)给出。

思考题：设函数 f (x + iy) = u(x,y) + iυ(x,y) (这里 x,y,u,υ 均为实变量) 在

z0 = x0+ iy0处可导且导数不为零，证明在 x-y平面上，曲线 u(x,y) = u(x0,y0)

和曲线 υ(x,y) = υ(x0,y0)正交，也就是说，在 (x0,y0)处作两条曲线的切线，

两条切线一定互相垂直。

提示：考虑从 z0出发，沿着两条曲线令 z分别变化 dz1 =
du

f ′(z0)
和 dz2 =

idυ
f ′(z0)
，

容易看出 dz2幅角比 dz1多 π
2。

显然，你很难期待我儿子随手刷出来的两个二元函数 u,υ 能够满足 CR条件。

也就是说，随手画出来的复变函数一般是处处不可导的。其实，当我儿子随手刷完
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第一张图，给出了 u(x,y) 后，即使让专业的数学家来设计 υ(x,y)，可能也无法让
u(x,y)+ iυ(x,y)可导。这是因为，假设 u,υ 二阶可导且偏导数连续，联立两个 CR

条件，可以得出：

∂ 2u
∂x2 +

∂ 2u
∂y2 =

∂ 2υ
∂y∂x

− ∂ 2υ
∂x∂y

= 0. (2.11)

满足(2.11)的函数 u称为调和函数。同样可以证明 υ 也满足一样的条件。也就是说：
可导的复变函数的实部、虚部一般都是调和函数。而我儿子随手一画，显然不太可

能就画出个调和函数，所以在他画完第一张图时，失败已经不可避免了。

聊完了我儿子的画，我们回头来看一些更实际的计算技巧。利用 CR条件，可

以把(2.10)写成一个更有用的形式：

f ′(z) =
∂u
∂x

− i
∂u
∂y

=
∂υ
∂y

+ i
∂υ
∂x

. (2.12)

也就是说，只要知道了实部 u(x,y)或者虚部 υ(x,y)的表达式，我们就能求出 f ′(z)。

根据需要，还可以积分得到 f (z)（但会有个积分常数无法确定）。

例题 1: 设某个解析函数 f (x+ iy)（这里 x,y为任意实数）的虚部为

υ(x+ iy) = y3 −3x2y

求 f (x+ iy)的实部 u(x,y)的表达式。

解答：令 z = x+ iy，根据(2.12)，有

f ′(z) =
∂υ
∂y

+ i
∂υ
∂x

= 3y2 −3x2 −6xyi =−3z2

所以 f (z) =−z3 +C，其实部为

u(x,y) =−x3 +3xy2 +C

C是（实的）积分常数。

思考题：在上面的例题中，如果你没能一眼看出 3y2 −3x2 −6xyi =−3z2，该

如何计算 u(x,y)呢？

看起来我们有了一个很好用的工具来判断一个复变函数是否可导，以及计算

可导复变函数的实虚部等。不过，坦白地说，我不太喜欢这一小节的内容。我研究

复变函数的原因是复数把两个变量 x,y变成一个变量 z来表述，更加简洁优美。把

复数重新拆分为实部和虚部分开来研究，就和研究多元实函数没有什么本质差别

了。
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2.1.3 复变函数的可导性：其他判断方法

我们先用 CR条件来判断一个函数 f (z) = |z|2，即 f (x+ iy) = x2+y2是否可导。

这里 u(x,y) = x2 + y2, υ(x,y) = 0，因此 CR 条件(2.8)等价于：2x = 0 以及 2y = 0。

也就是说，|z|2 仅有可能在 z = 0 处可导。实际上，由于 u,υ 都可以写成全微分
形式，所以 CR 条件也是充分条件。函数 f (z) = |z|2 确实在 z = 0 处可导，导数

f ′(0) = ∂u
∂x + i∂υ

∂x |x=y=0 = 0。

CR条件只是导数存在的定义(2.1)的一个简单应用。在很多情况下，直接用(2.1)来

思考更加容易判断一个函数是否可导。例如，我们可以直接断言 f (z) = |z|在全复
平面都不可导。这是因为在 (2.1) 中，当我们固定 dz 的模，让 dz 的幅角变化时，

d(|z|) (即 |z|的改变量)取遍 −|dz|到 |dz|之间的所有实数1：两者之比 d|z|
dz （实数和

幅角任意取的复数之比）显然无法趋向于一个常数，所以 |z|处处不可导。除了这
个结果之外，我们还注意到 d|z|

dz 虽然不趋向于一个常数，但它的范围是有限的。

再回顾下刚才讨论的 |z|2的可导性，我们现在可以直接由

d
dz

(
|z|2
)
= 2|z|d|z|

dz
, (2.13)

看出，如果 |z| ̸= 0，那么因为 d|z|
dz 不趋向于一个常数，2|z|d|z|

dz 也不趋向于一个常数，

所以 |z|2不可导；如果 |z|= 0，由于 d|z|
dz 范围有限,所以 2|z|d|z|

dz = 0，即 |z|2在 z = 0

处可导且导数为零。

思考题：请用上面的方法讨论 sin |z|的可导性。

幅角主值 Argz，取实部函数 Rez，取虚部函数 Imz等也可以用上面处理 |z|的
方式来讨论。

复数的实部、虚部可以分别写成 z和它共轭复数 z∗的组合

Rez =
z+ z∗

2
, Imz =

z− z∗

2i
(2.14)

如果 u(x,y)和 υ(x,y)都能写成 x,y的初等表达式，那么 f (x+ iy) = u(x,y)+ iυ(x,y)
就能写成 z和 z∗ 的初等表达式。我们已经知道，如果函数能写成仅仅依赖于 z的

初等表达式，那么函数就可以按照我们习惯的求导法则求导。如果函数依赖于 z∗，

那么函数一般就不可导。不过，这并不绝对。例如：f (z) = |z|2 = zz∗有一个特殊的

z = 0点可导。为了更精确地进行判断，我们采取一种技术上很常见，但可能让你

有点不习惯的操作：把 z, z∗形式上看成完全独立的变量 (即假装不知道它们的实部

相同，虚部之和为零这些约束条件)，然后对 z∗求偏导。如果偏导不为零，则说明

1这很容易通过画图理解，也可以从复数的三角不等式 −|dz| ≤ |z+dz|− |z| ≤ |dz|得到。
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函数“真正地依赖于”z∗，函数就是不可导的2。如果偏导为零，则在一阶近似的意

义下，z∗可以看成一个常数，函数成为只依赖于 z的初等表达式，通常就可导了。

我们来看一个具体的例子： f (z) = zsin(z∗)，它当且仅当 zcos(z∗) = 0时可导，

也就是 z = 0或者 z =
(
n+ 1

2

)
π （n ∈ Z）时可导。

2.2 复变函数的原函数

至此，我们对复变函数求导的讨论就结束了。下一步自然是要研究复变函数

的积分。和实函数的积分不同，复变函数的积分必须在复平面上一条指定的路径

上进行。当 z沿着一条 (带方向的)分段光滑曲线 C连续变化时，z的变化量 dz和

f (z)的乘积之和 (当 |dz|趋向于零时)的极限可以写成积分：∫
C

f (z)dz ≡ lim
dz→0

∑
z∈C

f (z)dz. (2.15)

当然，上述极限的存在性是一个麻烦。为了避免不必要的（和物理也没什么关系

的）讨论，我们只考虑由有限段光滑曲线组成的积分路径上的连续函数的积分，这

样上面极限的存在就不是问题了。

显然，如果把沿着曲线积分的方向改成相反，则积分结果相差个负号。

模仿实变函数的定积分技巧：如果能找到一个函数 F(z)使得它的导数为 f (z)，

即 f (z)dz = dF(z)，那么 f (z)沿曲线 C的积分就只要计算从起点到终点 F(z)的总

改变量就可以了。设积分路径C的起点为 a，终点为 b，则∫
C

f (z)dz =
∫

C
dF(z) = F(b)−F(a). (2.16)

和实函数的积分类似，F(z)称为 f (z)的原函数，并可以像实函数那样抽象地写成
不定积分的形式：∫

f (z)dz = F(z)+ c (2.17)

这里 c是积分常数。

很多实函数中熟悉的公式和技巧都可以照搬到复变函数中：∫
zn dz =

zn+1

n+1
+ c, (n ∈ Z,n ̸=−1) (2.18)∫

ez dz = ez + c, (2.19)∫
coszdz = sinz+ c, (2.20)∫
sinzdz = −cosz+ c, (2.21)

2如果你喜欢更加严谨地说明这件事情，你可以考虑让 z 的实部改变 dx，就得到 f ′(z) = d f
dz =

∂ f
∂ z dx+ ∂ f

∂ z∗ dx
dx = ∂ f

∂ z +
∂ f
∂ z∗；然后考虑让 z的虚部改变 dy，则 f ′(z) = d f

dz =
∂ f
∂ z (idy)+ ∂ f

∂ z∗ (−idy)
idy = ∂ f

∂ z −
∂ f
∂ z∗。由

导数唯一性即知道 ∂ f
∂ z∗ 必须为零。
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你也可以用分部积分等各种技巧计算初等函数的原函数。

如果存在单值的原函数，则函数沿着闭合围道的积分等于零。这是因为积分

的起点和终点重合（(2.16)中 b = a)。但是，当复变函数的原函数是多值函数时，情

况就不一样了。例如∫ 1
z

dz = lnz+ c. (2.22)

在这个例子里，由于需要遵循幅角连续变化的约定，当我们计算定积分时，(2.16)右

边的 F(b)−F(a)，也就是 lnb− lna就不只是和起点与终点有关了（注意 lnz是多

值函数，所以 lnb− lna并不是看起来那样是个确定无疑的数）。

我们来看一个比较有代表性的例子。

Figure 2.2: 把 1
z 按所示路径积分，结果是 ln(2e2πi)− ln1 = ln2+2πi

如图 2.2所示，把 1
z 按所示路径积分，结果是 ln(2e2πi)− ln1 = ln2+2πi。这和

沿着实轴积分
∫ 2

1
1
x dx = ln2结果不同。

如果把终点挪到和起点相同，也就是把 1
z 沿着逆时针围绕原点一周的闭合围

道积分，则结果是 lnz|ae2πi

a = 2πi，这里 a是闭合围道上的任意一个点（选为起点，

同时也是终点）。或者进一步推广，有如下的结论：

负一次幂函数 1
z−z0
沿着逆时针围绕 z0 一周的闭合围道积分，结果是 2πi。如

果是顺时针围绕 z0一周的闭合围道，则积分结果是−2πi。如果闭合围道不包围 z0,
则积分结果是零。

对其他所有的幂函数 (z− z0)
n (n ̸= −1)而言，原函数 (z−z0)

n+1

n+1 都是单值函数，

所以沿任意闭合围道（无论是否包围 z0）的积分均为零。

这就引出了一个很有意思的情况：如果我们能把一个很难计算原函数的复变

函数写成幂函数的线性组合：

f (z) =
∞

∑
n=−∞

an(z− z0)
n, (2.23)
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那么 f (z)沿着逆时针围绕 z0一周的闭合围道积分，结果是 2πia−1。如果是顺时针

围绕 z0一周的闭合围道，则积分结果是 −2πia−1。如果闭合围道不包围 z0,则积分

结果是零。这实际上就是我们最后要给出的留数定理。留数定理的威力在于，即使

你不会计算原函数，只要你能得到形如(2.23)的展开（之后我们会把这种展开叫做

洛朗展开）的负一次项的系数（我们之后会把它叫做 f (z)在 z0 处的留数），你也

能计算出 f (z)在闭合围道上的积分。

今后，我们将采用特殊的积分符号
∮

f (z)dz来表示沿着闭合围道的积分。复变

函数积分的核心内容，就是讨论这种在实函数中没有出现过的（不易计算原函数，

但能通过洛朗展开计算）的积分。那么，什么样的函数在什么样的区域内能够进行

洛朗展开呢？怎样计算洛朗展开的负一次幂系数？为了解答这一系列问题，我们需

要从一个重要的概念“解析函数”出发。

2.3 解析函数

2.3.1 解析函数

设 S为复平面上的非空点集，在图2.3的标注中我们用正规的数学语言定义了

点集的内部、外部和边界。

Figure 2.3: 内部的点 a：可取足够小的 δ，使邻域 {z : |z−a|< δ}完全在 S之内；外

部的点 b：可取足够小的 δ ,使邻域 {z : |z−b|< δ}完全在 S之外；边界的点 c：无

论取多小的 δ，邻域 {z : |z− c|< δ}总是部分在 S内，部分在 S外。

如果点集 S只包含内部的点，则称 S为开区域。例如：环形区域 z : 1 < |z|< 2

是开区域。如果点集 S包含所有边界上的点，则称 S为闭区域。例如 z : 1 ≤ |z| ≤ 2

是闭区域，

如图2.4所示，复平面上的非空点集的边界的正向是用“左内原则”定义的：当

你沿着点集的边界的正方向移动，点集内部的点总在你的左手边。

为了避免没有必要的（通常也和物理没有什么关系的）麻烦，在本书中我们默
认只研究这样的区域：它的边界由有限段光滑的曲线组成。在不加以额外说明的
情况下，我们都默认沿着边界的积分是沿着边界正向进行的。
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Figure 2.4: 假想你沿着边界的正方向移动，内部的点总在你的左手边。因此，“外

围”的边界正向是逆时针的；“空洞”的边界正向是顺时针的。

如果复变函数 f (z)在某个开区域 S内处处可导，则称 f (z)为 S上的解析函数。

思考题：在解析函数的定义里，为什么要限定处处可导的范围是开区域？换

成闭区域行吗？

有很多在复平面上处处不解析的函数：|z|，Argz等处处不可导，所以在任何

开区域内不是解析函数。sin |z|仅在一些圆周上 (|z|= π
2 , |z|= 3π

2 ⋯⋯)可导，无法

在一个开区域内处处可导，所以在任何开区域内不是解析函数。

但我们也可以不费吹灰之力就找到一大堆解析函数的例子：z2，ez，sinz等都

是全复平面上的解析函数（这种在全复平面上解析的函数称为纯函数）。 ez

z2+1 是全

复平面挖去 z = ±i后的区域上的解析函数（这种在除去有限个点的复平面上解析

的函数称为亚纯函数）。

2.3.2 多值函数的解析的单值分支

多值函数连真正的函数都不是，更加不能是解析函数。不过，是否能加一些约

定使它成为解析函数呢？

在我们讨论多值函数的可导性时，曾经（不太严谨地）说只要约定宗量的幅角

连续变化就可以了。例如我们认为 lnz在除去 z = 0点之外是“处处可导”的。但

是，这里的“处处可导”实际上是要求你随机应变地规定 z的幅角取值范围。例如

当你希望 lnz在 z = 1处可导时，你规定 −π < argz ≤ π；而当你希望 lnz在 z =−1

处可导时，你可以改变策略，规定 0 ≤ argz < 2π。可惜的是，并不存在一个单一的
幅角取值策略，使得 lnz在 z ̸= 0范围内处处可导。（实际上，如果固定幅角取值策

略，就连让 lnz处处连续都做不到。）这时，我们说在 z ̸= 0区域内，lnz不存在解

析的单值分支。

在更小一点的区域里，lnz 可能存在解析的单值分枝。例如在挖掉负实轴和

原点的复平面上，可以约定 −π < argz < π 使 lnz = ln |z|+ iargz 为解析的单值函
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数。（由于禁止跨过负实轴，之前的幅角的不连续性问题消失了。）

我们再来看一个例子：在 |z| < 1的范围内，ln(1+ z)可以取解析的单值分支。

如图 2.5所示，我们可以约定宗量 z+1的幅角取值范围是 −π
2 < arg(z+1)< π

2，这

Figure 2.5:在 |z|< 1的圆形区域里，1+z（也就是 z−(−1)）的幅角可以取在
(
−π

2 ,
π
2

)
的范围内

样的约定下 ln(1+ z)就是解析函数。所以在 |z| < 1的范围内存在 ln(1+ z)的解析

的单值分支。

在给定的区域中，如何有效地判断带 ln的多值函数是否存在解析的单值分支

呢？我们可以这样操作：

1. 找到让 ln的宗量取值为零的“枝点”。例如 lnz的枝点是 z = 0；ln(z−1)的

枝点为 z = 1；ln(z2 +1)的两个枝点是 z =±i；
√

z2 +1 = e
1
2 ln(z2+1) 的枝点还

是 z =±i。但是要注意不要找到假枝点，例如 e2lnz其实并没有枝点（因为它

等于 z2，并不是多值函数）。

2. 在给定的区域中，画出所有包围枝点或不包围枝点的简单闭合围道。例如，

ln(z2 + 1)有两个枝点 z = ±i。那么你需要检验如图 2.6所示的四种简单闭合

围道是否能在所给区域内存在：(1) 不包围 z = i 也不包围 z = −i；(2) 包围

z = i但不包围 z = −i；(3)包围 z = −i但不包围 z = i；(4)包围 z = i也包围

z =−i。理论上讲，如果有 N个枝点，你需要考虑的围道就有 2N 种——虽然

大多数时候你可以一眼排除掉很多种显然不可能的情况。

3. 沿着所有可能的围道走一圈，假设幅角保持连续变化的情况下，看函数值是

否能保持不变。如果在任何一个围道上函数值发生变化，那么你无论怎样规

定幅角取值策略，函数值在该围道上都无法保持处处连续——因此函数在所

给区域内就不存在解析的单值分支。反之，如果在所有围道上函数值都能保

持走一圈不变，且该函数在幅角连续变化意义下是可导的，函数就一定存在

解析的单值分支（实际上你只要随便规定一个连续的幅角取值策略都能得到

一个这样的单值分支)。

以图 2.6为例，我们来研究
√

z2 +1 在 |z| > 1 区域内是否存在解析的单值分
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Figure 2.6: 如果枝点为 ±i，需要考虑四种围道：(1)不包围 z = i也不包围 z = −i；

(2)包围 z = i但不包围 z =−i；(3)包围 z =−i但不包围 z = i；(4)包围 z = i也包

围 z =−i。

支。首先，(1)类围道（不包围任何枝点的围道）总是不用考虑的：沿着它走一圈，

ln(z2+1)不会发生任何变化，
√

z2 +1 = e
1
2 ln(z2+1)显然也是如此。然后，在所给的环

形区域 |z|> 1内，(2)类和 (3)类围道其实都不存在，(4)类围道存在。所以我们只需

要检验沿着 (4)类围道（比如逆时针方向）走一圈，函数
√

z2 +1 = e
1
2 ln(z2+1)是否变

化。注意 ln(z2+1) = ln(z+ i)+ ln(z− i)当 z沿着 (4)类围道逆时针走一圈后发生了

变化，增量为 4πi。但因为 e
1
2 [ln(z

2+1)+4πi] = e
1
2 ln(z2+1)，所以函数

√
z2 +1 = e

1
2 ln(z2+1)

当 z沿着 (4)类围道逆时针走一圈后其实没有变化。至此，我们检验了在所给区域

内的所有可能的围道种类，发现 z沿着任何一种围道走一圈，
√

z2 +1都不会发生

变化。所以
√

z2 +1在区域 |z|> 1内存在解析的单值分支。例如，我们只需要规定

0 ≤ arg(z+ i)< 2π 以及 0 ≤ arg(z− i)< 2π 就可以得到这样一个单值分支。

2.4 柯西定理和柯西积分公式

2.4.1 柯西定理

柯西定理在解析函数理论中起着奠基石的作用，我们需要打起一点精神来学

习。

虽然很多教材在描述柯西定理时，分单连通区域和复连通区域等情况来讨论，

但这其实没有什么必要——我可以简单地用一句话来描述各种情况下的柯西定理：
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柯西定理: 一个有限开区域内的解析函数，如果在边界上连续，那么它沿着

边界积分为零。

Figure 2.7: 由于公共边界上的积分互相抵消，沿 T1和 T2边界的积分之和等于沿着

总区域 (T1+T2)的边界的积分

千万不要被“任意形状的区域”这种设定吓倒了！虽然所给的区域 T 可以很

复杂，但是我们可以把区域 T 划分成很多简单（指内部没有挖洞且各个方向的延

伸尺度都差不多的）小区域 T1, T2, . . ., TN，并在每个小区域的边界上沿正方向进行

积分。相邻小区域在公共边界上 (按左内原则)规定的边界方向相反，积分互相抵

消，所以最后只剩下那些非公共边界（即 T 的边界)上的积分。也就是说，沿 T 的

边界的积分等于沿所有小区域的边界的积分之和。图 2.7给出了一个划分为两个简

单小区域的例子。

在每个小区域内，因为区域很小 (设各个方向的延伸尺度均不超过 ε) 且被积

函数可导，我们能把被积函数 f (z) 近似为一个线性函数加上高阶的误差 f (z) ≈
f (z0)+ f ′(z0)(z− z0)+ o(ε)（z0 为小区域内任取的一个点，符号 o(ε)表示 ε 的高
于一阶的小量）。当沿着小区域边界积分一周时，由于线性函数存在单值的原函数，

对积分无贡献，我们只需要估算误差项的贡献。注意到

|
∫

o(ε)dz|≲ |o(ε)|
∫

|dz| ∼ |o(ε)|ε = o(ε2)

用简单的语言来描述就是，积分路径的长度是 ∼ ε 的量级，所以把 o(ε)积分后是
高于二阶的小量 o(ε2)——也就是小区域面积的高阶小量。换句话说，当我们把区

域划分为越来越小的小区域时，每个小区域的边界上的积分（的绝对值）和小区域

面积之比会越来越小。那么最后，所有小区域边界上的积分加起来——也就是沿

着整个区域边界的积分（的绝对值），和区域总面积相比也被（通过不断划分更小

的区域）估算得越来越小。注意到沿着整个区域边界的积分和区域总面积之比是

个确定的（不依赖于小区域划分方式）的复数：它的绝对值可以（通过把整个区域

划分为越来越小的区域来估算得出）小于任意正数，所以它只能是零。
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思考题：上述对柯西定理的证明其实还存在一个细微的漏洞。你能找到这个

漏洞并改进证明方法使得证明严谨吗？

2.4.2 柯西积分公式

由柯西定理可以导出一个很强的结论：

柯西积分公式: 如果 f 是有限开区域 T 内的解析函数，并在 T 边界上连续，

则对区域内任意一点 z都有

f (z) =
1

2πi

∮
∂T

f (ζ )
ζ − z

dζ . (2.24)

其中
∮

∂T 表示沿 T 的边界 ∂T 积分。

Figure 2.8: 柯西积分公式的证明的示意图

如图 2.8所示，在 T 内以 z为中心挖掉一个很小圆孔。 f (ζ )
ζ−z (z固定，看成 ζ 的

函数)在剩下的区域内解析，故沿 T 的边界以及（小圆孔的边界）C的积分之和为

零。

而在 C上积分时，可以把 f (ζ )
ζ−z 近似为

f (z)
ζ−z：因为误差

f (ζ )− f (z)
ζ−z ≈ f ′(z)是常数

量级，沿着小圆的积分（在小圆半径趋向于零时）可以忽略。我们已经讨论过，f (z)
ζ−z

（对 ζ）顺时针积分一周的结果是 −2πi f (z)，故得证。

柯西积分公式的右边只是一些 f (ζ )dζ
ζ−z 的和（注意现在是把 z看成了变量），并

且由于 f 是闭区间上的连续函数，权重 f (ζ )dζ 全都有界。这样，我们就把一个我
们还不是很了解其性质的解析函数 f (z)分解成了熟悉的负一次幂函数 1

ζ−z 的线性

组合。由于 1
ζ−z 可以对 z进行任意 n次求导，所以其线性组合同样可以求 n次导。

(2.24)两边对 z进行 n次求导，就得到柯西积分公式的推广形式：

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
∂T

f (ζ )
(ζ − z)n+1 dζ . (n = 0,1,2 . . .) (2.25)
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这说明解析函数不仅可导，而且无限次可导。注意这个结论并不真的需要额外假

设在边界 ∂T 上 f 有定义且连续，因为对固定的 z而言，我们总是能在 T 内找到一

个包含 z的子区域，它的边界完全地落在 T 内。

此外，柯西积分公式还说明：解析函数在区域边界上的函数值可以完全地确

定其在区域内的函数值以及任意次导数的值！我们对解析函数的特殊性又有了更

加深刻的理解。

2.5 第2章习题

习题 11: 计算复变函数

f (z) =
ecosz cos(z3)

1+ z2 + z4

在 z = 0处的导数。

习题 12: 区域的边界正向是如何定义的？解析函数的柯西定理是什么？
习题 13: 写出一个在无穷多个点处可导，但在整个复平面上处处不解析的复变函
数。

习题 14: 利用柯西-黎曼条件判断，复变函数

f (x+ iy) = (x2 +2y)+ i(x2 + y2)

(这里 x,y均为任意实数)在何处可导？

习题 15: 复变函数 f (z) = sinzcos(z∗)在哪些点可导？导数是什么？

习题 16: 在如图的半圆围道上计算积分∫
|z|=1,Imz>0

lnzdz

其中积分路径为单位圆 |z| = 1的上半部分，逆时针从 z = 1积分到 z = −1，并规

Figure 2.9: 习题 16图

定在积分起点 (z = 1)处 z的幅角为零。

习题 17: 设 f 为全平面解析函数。且对所有 z均有 | f (z)|< eImz。又已知 f (0) ̸= 0，

计算 f (π)
f (0) 的值。



2.5 第2章习题 35

习题 18: 设 f 为全平面解析函数。对所有实数 x,y， f (x+ yi)的实部和虚部之和都

是

Re f (x+ yi)+ Im f (x+ yi) = x2 − y2 −2xy.

计算 | f (1)− f (2)|的值。
习题 19: 已知对任意 z ̸= 0,复变函数 f 满足

|z f ′(z)+ f (z)| ≤ 1.

又已知

f (1) = 0

以及

lim
z→0

f (z)sinz = 1.

求 f (−1)的值。

习题 20: 用 z∗表示 z的共轭复数，计算按逆时针沿着曲线

C = {z : |z−3|+ |z+3|= 10}

的围道积分
1

2πi

∮
C
(z∗ dz− zdz∗)

.

习题 21: 设 f 在整个复平面上解析，且 f 不是常数。证明：在复平面上的任给一

个圆，都有无数个 z使 f (z)的值落在这个圆内。

习题 22: 在 |z|< 1范围内定义解析函数

f (z) =
∞

∑
k=1

z2k
= z+ z2 + z4 + z8 + . . .

(1) 证明 f (z)不能解析延拓到更大的区域内。

(2) 把 f 迭代 n次的函数记作 fn。例如 f3(z)表示 f ( f ( f (z)))。计算极限

lim
n→∞

n fn

(
i
n

)
.





3.洛朗展开和留数定理

3.1 泰勒展开和洛朗展开

3.1.1 泰勒展开

解析函数既然在其解析区域内无限次可导，那么就可以至少形式地写出泰勒

展开。对特殊的圆形区域，我们有如下的泰勒展开定理：

泰勒展开定理: 如果 f (z)在圆 CR：|z− z0|< R内解析，则 f (z)在 CR内无限

次可导，且可以展开为下列泰勒级数

f (z) =
∞

∑
n=0

an(z− z0)
n, z ∈CR. (3.1)

其中 an =
f (n)(z0)

n! 。

也就是说，在一个圆内解析的函数在圆心处的泰勒展开在圆内处处收敛。

对圆内任意一点 z，如图3.1所示，取包含 z的圆区域Cq = {ζ : |ζ − z0|< q} (这

里的常数 q满足 |z− z0|< q < R)。因为 f 在 Cq内解析，边界上连续，所以可以对

z0应用推广的柯西积分公式：

an =
f (n)(z0)

n!
=

1
2πi

∮
∂Cq

f (ζ )
(ζ − z0)n+1 dζ . (3.2)
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Figure 3.1: 泰勒展开定理的证明

然后，对 z运用柯西积分公式：

f (z) =
1

2πi

∮
∂Cq

f (ζ )
ζ − z

dζ

=
1

2πi

∮
∂Cq

f (ζ )
(ζ − z0)− (z− z0)

dζ

=
1

2πi

∮
∂Cq

1
ζ − z0

f (ζ )
1− z−z0

ζ−z0

dζ

=
1

2πi

∮
∂Cq

1
ζ − z0

f (ζ )
∞

∑
n=0

(
z− z0

ζ − z0

)n

dζ

=
∞

∑
n=0

an(z− z0)
n. (3.3)

注意，证明的过程中，用到了对 ζ ∈ ∂Cq，有 | z−z0
ζ−z0

|< 1这个条件。

3.1.2 洛朗展开

模仿上面对泰勒展开定理的证明，我们可以得到更有用的洛朗展开定理：

洛朗展开定理: 设 f (z)在环区域 r < |z− z0|< R (这里允许 r = 0和 R = ∞)内

解析，则在环形区域内有如下的洛朗展开：

f (z) =
∞

∑
n=−∞

an(z− z0)
n, (3.4)

其中

an =
1

2πi

∮
C

f (ζ )
(ζ − z0)n+1 dζ , (3.5)

积分路径C可以是环内任意的一条逆时针绕 z0一周的分段光滑曲线。
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显然 f (ζ )
(ζ−z0)n+1 (或者任何在环内解析的函数) 沿环形区域内任意两条逆时针绕

z0 一周的曲线上的积分是相同的（只要对两条曲线包围的区域使用柯西定理即可

证明），所以 an的定义本身并没有什么问题。

Figure 3.2: 洛朗展开定理的证明

洛朗展开定理的证明和泰勒展开定理的证明是完全类似的。我们以 z0 为圆心

分别作半径为 p和 q的圆 Cp 和 Cq（这里的 r < p < |z− z0|< q < R），使得 z落在

Cp和Cq之间的环形区域内。根据柯西积分公式，有：

f (z) =
1

2πi

∮
Cq

f (ζ )
ζ − z

dζ +
1

2πi

∮
Cp

f (ζ )
ζ − z

dζ

=
1

2πi

∮
Cq

f (ζ )
(ζ − z0)− (z− z0)

dζ +
1

2πi

∮
Cp

f (ζ )
(ζ − z0)− (z− z0)

dζ

=
1

2πi

∮
Cq

1
ζ − z0

f (ζ )
1− z−z0

ζ−z0

dζ − 1
2πi

∮
Cp

1
z− z0

f (ζ )
1− ζ−z0

z−z0

dζ

=
1

2πi

∮
Cq

1
ζ − z0

f (ζ )
∞

∑
n=0

(
z− z0

ζ − z0

)n

dζ − 1
2πi

∮
Cp

1
z− z0

f (ζ )
∞

∑
m=0

(
ζ − z0

z− z0

)m

dζ

=
1

2πi

∮
Cq

1
ζ − z0

f (ζ )
∞

∑
n=0

(
z− z0

ζ − z0

)n

dζ − 1
2πi

∮
Cp

1
z− z0

f (ζ )
−1

∑
n=−∞

(
ζ − z0

z− z0

)−n−1

dζ

=
∞

∑
n=0

[
1

2πi

∮
Cq

f (ζ )
(ζ − z0)

n+1 dζ

]
(z− z0)

n +
−1

∑
n=−∞

[
1

2πi

∮
−Cp

f (ζ )
(ζ − z0)

n+1 dζ

]
(z− z0)

n

=
∞

∑
n=−∞

an(z− z0)
n. (3.6)

在证明过程中，我们替换了求和指标 m =−n−1；倒数第二行的
∮
−Cp
表示沿着Cp

的反方向（即逆时针方向）积分。

如果你现在已经开始犯晕，那可能说明你不太喜欢这种比较严谨的数学证明

方式来说明问题。你可以尝试换一个不那么严谨的角度来看待这个问题：假设洛
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朗展开成立但展开系数 an待定，并且可以交换积分和求和的次序，那么∮
C

f (ζ )
(ζ − z0)n+1 dζ =

∮
C

∑∞
m=−∞ am(ζ − z0)

m

(ζ − z0)n+1 dζ =
∞

∑
m=−∞

am

∮
C
(ζ − z0)

m−n−1dζ . (3.7)

我们已经知道了沿着绕 z0 逆时针方向一圈的闭合围道上 (z− z0)
k 的积分当且仅当

k = −1 时为 2πi，其他情况均为零。也就是说，上式右边仅当 m = n 时积分才有

2πi的贡献。所以，∮
C

f (ζ )
(ζ − z0)n+1 dζ = 2πian. (3.8)

因此(3.5)给出的洛朗展开系数又和 ln(z− z0)绕 z0一圈改变 2πi有非常简单的联系，

并不需要像(3.6)那样理解为一大一小两个围道的不同形式的贡献。

3.1.3 洛朗展开的实战技巧

洛朗展开定理回答了怎样的函数在怎样的区域内可以进行洛朗展开，并且给

出了展开的系数的积分表达式。不过，用(3.5)来计算洛朗展开的系数通常并不容

易，所以实际的计算中往往采用一些其他的方法。下面我们来介绍一些更加实用

的技巧。

我们先来回顾下五个最常见的泰勒级数展开公式。

在全复平面上，有

ez =
∞

∑
n=0

zn

n!
= 1+ z+

z2

2
+

z3

6
+ . . . (3.9)

sinz =
∞

∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+1)!
= z− z3

6
+

z5

120
− . . . (3.10)

cosz =
∞

∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
= 1− z2

2
+

z4

24
− . . . (3.11)

在 |z|< 1的范围内，还有

ln(1+ z) =
∞

∑
n=1

(−1)n+1zn

n
= z− z2

2
+

z3

3
− z4

4
+ . . . , (|z|< 1) (3.12)

(1+ z)α =
∞

∑
n=0

(
α
n

)
zn = 1+αz+

α(α −1)
2

z2 + . . . , (|z|< 1) (3.13)

上面两式左边都约定 z = 0时，1+ z的幅角为零；在 (3.13)中

(
α
n

)
的定义是

(
α
n

)
≡ α(α −1) . . .(α −n+1)

n!
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绝大多数洛朗展开的实际计算过程就是结合上述五个泰勒级数进行四则运算

的过程。我们先来看一个简单的例子：

例题 2: 求 1
z(z−1)(z−2) (1)在 0 < |z−1|< 1内的洛朗展开；(2)在 |z−1|> 1内

的洛朗展开。

解答：环形区域的中心为 z0 = 1，为了书写方便，我们可以做变量替换 t = z− z0 =

z−1。
1

z(z−1)(z−2)
=

1
t(t +1)(t −1)

在 0 < |t|< 1区域内

1
t(t +1)(t −1)

= −1
t

1
1− t2

= −1
t
(1+ t2 + t4 + t6 + . . .)

= −1
t
− t − t3 − t5 − . . . (3.14)

在 |t|> 1区域内，

1
t(t +1)(t −1)

=
1
t3

1
1− 1

t2

=
1
t3

(
1+

1
t2 +

1
t4 + . . .

)
= t−3 + t−5 + t−7 + . . . (3.15)

可见，同一个函数在不同的环形区域的洛朗展开可以完全不同。

在上面的例子中，其实只是运气好恰好能凑出 1
1−t2 等容易展开的形式。我们

再来看一个需要进行分式拆分的例子：

例题 3: 求 1
z(z−1)(z−2) 在环区域 1 < |z|< 2内的洛朗展开。
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解答：在环区域 1 < |z|< 2内，

1
z(z−1)(z−2)

=
1
z

(
1

z−2
− 1

z−1

)
=

1
z

(
−1

2
1

1− z
2
− 1

z
1

1− 1
z

)

=
1
z

[
−1

2

(
1+

z
2
+

z2

4
+ . . .

)
− 1

z

(
1+

1
z
+

1
z2 + . . .

)]
=

(
− 1

22 −
z

23 −
z2

24 − . . .

)
+

(
− 1

2z
− 1

z2 −
1
z3 −

1
z4 − . . .

)
(3.16)

分式拆分未必都是拆成分母为线性函数的形式。一般来说，分母带 n 重根的

分式，能拆到分母最多为 n次幂的形式。我们来看一个更加具有代表性的例子：

例题 4: 求 z2−3
(z−1)3(z−2) 在环区域 1 < |z|< 2内的洛朗展开。

解答：因为分母出现了 (z−1)的高次幂，我们期待的一般拆分结果是

z2 −3
(z−1)3(z−2)

=
a1

z−1
+

a2

(z−1)2 +
a3

(z−1)3 +
b1

z−2

标准的解法是两边比较同次幂系数，列出方程解 a1, a2, a3, b1。但是我出于本能还

是凑了一下：

z2 −3
(z−1)3(z−2)

=
(z−1)2 +2(z−2)
(z−1)3(z−2)

=
1

(z−1)(z−2)
+

2
(z−1)3

=
1

z−2
− 1

z−1
+

2
(z−1)3

= −1
2

1
1− z

2
− 1

z
1

1− 1
z

+
2
z3

1
(1− 1

z )
3

前两项我们已经知道怎么展开了。最后一项可以用(3.13)进行展开 (令 α =−3)：(
1− 1

z

)−3

=
∞

∑
n=0

(
−3

n

)(
−1

z

)n

最后合并后的结果很长就懒得写了！
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现在我们来看一个多值函数的例子。

例题 5: 分别判断函数 ln z−1
z−2 在区域 |z|< 1，环区域 1 < |z|< 2，以及环区域

|z|> 2内是否可以取解析的单值分支，如果可以的话，将解析的单值分支进

行洛朗展开。

解答：用2.3.2小节介绍的方法可以判断：在区域 |z|< 1和区域 |z|> 2内，ln z−1
z−2 分

别存在解析的单值分支；在环区域 1 < |z| < 2 内，ln z−1
z−2 不存在解析的单值分支。

在 |z|< 1范围内,我们可以规定 z = 0时 z−1
z−2 幅角为零，这样

ln
z−1
z−2

= ln(1− z)− ln(1− z
2
)− ln2

= −
∞

∑
n=1

zn

n
+

∞

∑
n=1

zn

2nn
− ln2

=
∞

∑
n=1

2−n −1
n

zn − ln2 (3.17)

在 |z|> 2范围内,我们可以规定 z =+∞时 z−1
z−2 幅角为零，这样

ln
z−1
z−2

= ln(1− 1
z
)− ln(1− 2

z
)

= −
∞

∑
n=1

1
nzn +

∞

∑
n=1

2n

znn

=
∞

∑
n=1

2n −1
n

1
zn (3.18)

很多时候我们只需要求洛朗展开的某个或某些低次幂项的系数。这时，还可

以采取“多重展开”，“待定系数”以及“去极化后泰勒展开”等各种方法。我们来

看一个很典型的例题。

例题 6: 计算 ez

sin2 z
在 0 < |z|< π 内的洛朗展开的负一次幂的系数 a−1。
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第一种解答：最直截了当的办法就是进行多重展开。

ez

sin2 z
=

2ez

1− cos2z

=
2+2z+ z2 + . . .

2z2 − 2
3z4 + 4

45z6 − . . .

=
1
z2

(
1+ z+

z2

2
. . .

)
1

1− (1
3z2 − 2

45z4 + . . .)

=
1
z2

(
1+ z+

z2

2
. . .

)(
1+(

1
3

z2 − 2
45

z4 + . . .)+ . . .

)
=

1
z2 (1+ z+ . . .) (3.19)

显然，−1次幂的系数为 1。

第二种解答：换一种思路，用“待定系数法”也可以获得成功。

ez

sin2 z
=

2ez

1− cos2z

=
2+2z+ z2 + . . .

2z2 − 2
3z4 + 4

45z6 − . . .

=
a−2

z2 +
a−1

z
+a0 +a1z+ . . . . (3.20)

注意到在最后一步我们利用了当 z → 0 时整个函数的渐近行为确定了洛朗展开没

有低于 −2次的项。然后，就有(
a−2

z2 +
a−1

z
+a0 +a1z+ . . .

)(
2z2 − 2

3
z4 +

4
45

z6 − . . .

)
= 2+2z+ z2 + . . .

两边比较 0次幂系数，得到 2a−2 = 2，即 a−2 = 1。再两边比较 1次幂系数，得到

2a−1 = 2，即 a−1 = 1，即所求答案。

第三种解答：最后，我们用一种看起来有点奇怪的办法。注意到 f (z) = ez

sin2 z
在 z = 0

附近只能洛朗展开而无法泰勒展开的原因是它在 z= 0发散，我们令 g(z) = z2 f (z) =
ezz2

sin2 z
(在 z = 0可以理解为该式的极限)，容易看出来这样在 |z|< π 内 g(z)就没有发

散点，可以进行泰勒展开。计算 g(z)在 z0附近的 Taylor展开的一次幂系数（即等

于 f (z)的 −1次幂系数):

a−1 = g′(0) =

[
ez z2

sin2 z
+ ez

(
z2

sin2 z

)′]∣∣∣∣∣
z=0

= 1.

计算过程中我们用到了 z2

sin2 z
是偶函数所以在 z = 0的导数为零的事实。
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3.2 留数定理

如果 f (z)在 z0 的邻域 0 < |z− z0| < δ 内解析（δ 可以是任意一个小的正数)，

但在 z = z0不解析（没有定义或者有定义却不可导），则称 z0为 f (z)的孤立奇点。

例如：0,1,2都是函数 1
z2(z2−3z+2) 的孤立奇点；±i都是函数 ez

z2+1 的孤立奇点；

±π,±2π . . .都是 z
sinz 的孤立奇点。需要注意的是，可以把

z
sinz 在 z = 0的取值定义

为它在 z → 0时的极限（即规定 z
sinz |z=0 = 1），这样 z = 0并不是 z

sinz 的孤立奇点。

在本书中，我将默认对函数存在有限大小的极限的情况都做了这种补充。不过，需

要注意的是，大多数其他教材或者课程并不做这样的默认约定，在做习题时要加以

区分。（当然，这无非是文字游戏意义上的差别，不影响我们对知识本质的理解。）

如果 z0是 f (z)的孤立奇点，则 f 可在邻域 0 < |z− z0|< δ 内洛朗展开: f (z) =

∑∞
n=−∞ an(z−z0)

n。因为我们知道 (z−z0)
n绕 z0逆时针积分一圈当且仅当 n =−1时

结果不为零 (为 2πi)，所以我们特别关注 (z− z0)
−1前的系数 a−1，并把它称为 f 在

z0处的留数，记作 Res ( f ,z0).

我们已经知道了沿着孤立奇点 z0 的小邻域的边界的积分是 2πiRes ( f ,z0)。那

么，如果是一个比较大的区域，并包含了多个孤立奇点呢？

Figure 3.3: 对阴影部分的子区域应用柯西定理得到：沿原区域边界 C 的积分等于

沿各个孤立奇点的小邻域的边界 (C1, C2)的积分之和

图 3.3展示了对比较大的，包围了两个孤立奇点 (b1,b2)的区域的处理。对阴影

部分的子区域（即原区域挖掉各个孤立奇点的小邻域后的区域）应用柯西定理，就

知道：沿着原区域的边界，以及反向（即顺时针）沿着所有孤立奇点的邻域的边界

的积分之和为零。

所以，沿着原区域边界的积分，就等于（逆时针）沿着所有孤立奇点邻域的积

分之和，即等于 2πi乘以各个孤立奇点的留数之和。

推广到包含任意个孤立奇点的情况，即有下面的留数定理：
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留数定理: 设 f 在区域 T 内除有限个孤立奇点 b1,b2, . . . ,bn 之外解析，在 T

的边界上连续，则 f 沿 T 的边界的积分等于 2πi乘以 f 在所有孤立奇点处的

留数之和。 ∮
∂T

f (z)dz = 2πi
n

∑
k=1

Res ( f ,bk)

现在，柯西定理也可以看成留数定理在区域内无孤立奇点时的特殊情形。

3.3 留数定理的应用

留数定理本身在理论物理（例如量子场论）中就有些应用。不过，它最为人知

的一个强大功能是可以用来计算一些常规手段难以计算的定积分。我们来看一个

非常经典的例子：

例题 7: 计算定积分

I =
∫ ∞

0

sinx
x

dx

解答：首先 sinx
x 是偶函数，所以

I =
1
2

∫ ∞

−∞

sinx
x

dx.

sinx是 eix的虚部，即

I =
1
2

Im
(∫ ∞

−∞

eix

x
dx
)

想使用留数定理就必然要把积分路径补成一个闭合围道。考虑到 eiz 当 z的虚部很

大时趋向于零，我们就尽量在上半平面补。最简单当然是补一个上半圆 CR(半径

R → ∞)，如图 3.4所示。问题是，在这个围道上 eiz

z 在 z = 0处没有定义，我们就要

Figure 3.4: 补充上半圆围道CR后形成一个半圆形闭合围道

想办法绕开这个奇点。如图 3.5所示，在原点附近拐个弯，再取一个小半圆 Cδ (半

径 δ → 0+)。在这个围道内部， eiz

z 处处解析，根据柯西定理或留数定理，
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Figure 3.5: 补充上半大圆围道CR和上半小圆Cδ 后形成一个闭合围道(∫ −δ

−R
+
∫ R

δ
+
∫

CR

+
∫

Cδ

)
eiz

z
dz = 0

当 δ → 0+时， ∫
Cδ

eiz

z
dz →

∫
Cδ

1
z

dz = lnz|δδeiπ =−iπ

当 R → ∞时，可以估算出（我们将在下面对此进行更详细的讨论，这里先不给出
细节；如果需要一个快速的理解，可以参考图 3.6）∫

CR

eiz

z
dz → 0

所以我们最后得到 δ → 0, R → ∞时，(∫ −δ

−R
+
∫ R

δ

)
eiz

z
dz → iπ

即

I =
1
2

Im(iπ) =
π
2
. (3.21)

也就是∫ ∞

0

sinx
x

dx =
π
2
. (3.22)

现在，我们回过头来证明上半大圆CR上 eiz

z 的积分（当 R → ∞时）趋向于零。
在我所见到过的“标准解答”里，都是用“约当引理”来完成证明。不过，一旦告

诉你要用什么没有听说过的引理才能解决问题，你的第一感就是这个问题太难了。

其实完全不用害怕，因为第一，约当引理是个很简单的引理；第二，其实可以完全

不用约当引理解决问题。

我们先来看怎样用更加自然的思路（不用约当引理）来解决问题：

第一步容易想到的（或者说证明积分不等式的最标准流程）是利用积分的绝

对值不大于绝对值的积分：

|
∫

CR

eiz

z
dz| ≤

∫
CR

|eiz|
|z|

|dz|=
∫

CR

|eiz|
R

|dz|. (3.23)
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再回想一下，我们选择上半平面而不是下半平面的半圆来组成闭合围道，根

本原因是在上半平面 |eiz| = |eix−y| = e−y （这里 x,y分别是 z的实部和虚部）在上

半大圆的绝大部分地方都非常非常小。也许在靠近 x轴的部分，|eiz|= e−y 并不可

忽略。不过，这部分对应的积分路径长度要远远小于 R，所以对
∫ e−y

R |dz|<
∫ 1

R |dz|
的贡献还是可以忽略。

Figure 3.6: 例题 7的上半大圆上积分趋于零的说明：把上半大圆CR划分成 y ≥ lnR

部分（C3）和 y < lnR 部分 (橙色的 C1 和 C2）。在 C3 上，|eiz| = e−y ≤ 1
R，因此∫

C3

|eiz|
|z| |dz| ≤ 1

R2

∫
C3
|dz|< πR

R2 → 0。在C1和C2上，|eiz|= e−y ≤ 1，因此
∫

C1+C2

|eiz|
|z| |dz|<∫

C1+C2
1
R |dz| ∼ 2lnR

R → 0。

这种粗略的分析实际上已经足以帮助你写下一个有效的证明。如图 3.6所示，

你只需要把积分路径划分成 y ≥ lnR和 y < lnR的两部分，分别对积分进行估算。

事实上，用同样的方法你可以证明对任意实部大于零的复数 σ， eiz

zσ 在上半大

圆的积分趋于零。我们在下一道例题中会用到这个结论。

好了，你现在明白了这个问题一点也不难。那么我们不妨来欣赏下别的教材

中的“标准解答”是怎样的。

在CR上令 z = Reiθ = Rcosθ + iRsinθ（0 ≤ θ ≤ π），则 |eiz|= |e−Rsinθ eiRcosθ |=
e−Rsinθ，以及 |z|= R, |dz|= Rdθ。于是(3.23)右边可以明确地写成一个积分：

|
∫

CR

eiz

z
dz| ≤

∫ π

0

e−Rsinθ

R
Rdθ =

∫ π

0
e−Rsinθ dθ = 2

∫ π/2

0
e−Rsinθ dθ . (3.24)

这里我们利用了 sinθ 关于 π
2 的对称性把问题转化为了 [0,π/2]上的积分。

在 θ ∈ [0,π/2]时，因为 f (θ) = sinθ
θ 是单调下降函数（利用基本不等式 θ ≤ tanθ

可知导函数 cosθ(θ−tanθ)
θ 2 ≤ 0），所以 f (θ)≥ f

(π
2

)
= 2

π。也就是说 sinθ ≥ 2
π θ。由此

可以对(3.24)右边进一步进行估算：

|
∫

CR

eiz

z
dz| ≤ 2

∫ π/2

0
e−

2
π Rθ dθ =

π
R

(
1− e−R) . (3.25)

显然当 R → ∞时，π
R

(
1− e−R)趋向于零。所以命题得证。
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更一般地，如果在CR上 | f (z)|< ε，则∫
CR

| f (z)||eiz||dz| <
∫ π

0
εe−Rsinθ Rdθ

= 2
∫ π/2

0
εe−Rsinθ Rdθ

< 2ε
∫ π/2

0
e−

2
π Rθ Rdθ

= 2ε
[
−π

2
e−

2
π Rθ
]∣∣∣π/2

0

= πε
(
1− e−R) (3.26)

于是有如下的约当引理：

约当引理: 如果

lim
|z|→∞,Imz≥0

f (z) = 0,

则

lim
R→∞

∫
C(R)

f (z)eizdz = 0,

这里点集C(R)⊆ {z : |z|= R, Imz ≥ 0}。

用自然语言来描述，就是说如果当 z在上半平面上趋向于无穷时，f (z)一致地
趋于零，那么 eiz f (z)在以原点为圆心，半径趋向无穷的上半大圆的任何一部分上
的积分都趋于零。

通过线性的变量替换 z → az（a ̸= 0为常数），可以得到约当引理的各种变化

形式。比如你可以把约当引理的 eiz 换成 e−iz 并同时把积分路径切换到下半大圆。

这些简单的常规操作我们就不再深入讨论了。

我们来看另一个类似的例题：

例题 8: 计算定积分 ∫ ∞

0
sin(x2)dx

解答：在如图 3.7所示的围道上对 eiz2
积分。根据柯西定理或者留数定理：∫

C1+CR+C2

eiz2
dz = 0. (3.27)

显然，当 R → ∞时，

∫
C1

eiz2
dz =

∫ R

0
eix2

dx →
∫ ∞

0
cos(x2)dx+ i

∫ ∞

0
sin(x2)dx. (3.28)
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Figure 3.7: 例题 8的积分围道

其虚部就是我们希望计算的定积分。在 C2 上，令 z = re
πi
4，则 z2 = ir2。当 R → ∞

时有 ∫
C2

eiz2
dz =

∫ 0

R
e−r2

d(re
πi
4 )→−e

πi
4

∫ ∞

0
e−r2

dr =−
√

π
8
− i
√

π
8
. (3.29)

这里我们利用了高等数学中（或者热学中）熟知的高斯积分
∫ ∞

0 e−x2
dx =

√
π

2 。最后，

在 CR 上做变量替换 z =
√

s（这里约定 s 的幅角在 [0,π/2] 内），则 dz = ds
2
√

s。对

f (s) = 1
2
√

s 应用约当引理（或者采用图 3.6那样的分割估算），当 R → ∞时，

∫
CR

eiz2
dz =

∫
|s|=R2,0≤args≤ π

2

eis

2
√

s
ds → 0. (3.30)

把 (3.28)，(3.29)，(3.30)代入 (3.27)，并对比两边虚部即得所求的定积分∫ ∞

0
sin(x2)dx =

√
π
8
.

思考题：把 (3.28)，(3.29)，(3.30)代入 (3.27)，并对比两边实部，可以得到什

么结论？

上面的解答过程中用到了我们熟知的高斯积分
∫ ∞
−∞ e−x2

dx =
√

π。把高斯积分
和围道积分的方法相结合，还能得到一些其他有趣的结果。我们来看一个物理中

比较常见的问题。

例题 9: 计算积分 ∫ ∞

−∞
e−x2

cosxdx.

解答：在如图 3.8的围道上对函数 e−z2
进行积分。容易验证当 R → ∞时，两条短边
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Figure 3.8: 例题 9采取的积分围道

上的积分趋向于零。根据柯西定理或者留数定理，两条长边上的积分互相抵消。这

等价于： ∫ ∞

−∞
e−(x+ i

2 )
2
dx =

∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√

π

化简并取实部即得到 ∫ ∞

−∞
e−x2

cosxdx =
√

πe−1/4.

用这样的方法，我们实际上可以证明对任意复数 a，都有∫ ∞

−∞
e−(x+a)2

dx =
√

π. (3.31)

知道了这个结论，我们就能这样进行计算：∫ ∞

−∞
e−x2

cosxdx = Re
∫ ∞

−∞
e−x2

eixdx

= Re
∫ ∞

−∞
e−(x− i

2)
2− 1

4 dx

= e−
1
4 Re

∫ ∞

−∞
e−(x− i

2)
2

dx

= e−
1
4
√

π (3.32)

下面我们来考虑另一类函数——三角有理分式的定积分。我们知道三角函数

的有理分式原则上都能用变量替换 t = tan x
2 求出原函数。但是这类函数的不定积

分的计算量通常比较大。如果只是计算积分区间为 [0,2π]的定积分，我们就能用
围道积分来简化计算。我们来看一个例子。

例题 10: 计算积分 ∫ 2π

0

1
2+ cosx

dx.

解答：如图 3.9所示，考虑逆时针方向的单位圆 |z|= 1 记围道上 z的幅角为 x，即

z = eix。请先验算：

dx =
dz
iz

; cosx =
z+ 1

z

2
; sinx =

z− 1
z

2i
(3.33)
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Figure 3.9: 例题 10采取的积分围道

于是有∫ 2π

0

1
2+ cosx

dx =
∮

C

1

2+
z+ 1

z
2

dz
iz

=−2i
∮

C

1
z2 +4z+1

dz. (3.34)

注意到 1
z2+4z+1 有两个孤立奇点 α,β =−2±

√
3。其中仅有 α =−2+

√
3在围道内。

1
z2+4z+1 在该点的留数为：

Res
(

1
(z−α)(z−β )

,α
)
=

1
α −β

=
1

2
√

3
. (3.35)

注意上面的计算中，我们实际上是把 1
z−β （它在 z = α 附近是解析函数）泰勒展开

为 z−α 的幂级数。其零次项系数（即 1
α−β）显然就是

1
(z−α)(z−β ) 在 z = α 附近的

洛朗展开的负一次项的系数。于是我们最后得到∫ 2π

0

1
2+ cosx

dx =−2i
(

2πi
1

2
√

3

)
=

2π√
3

(3.36)

在这个例子里的计算留数的方法是一个通用技巧。实际上在例题 6 的最后一

个解法中，我们已经使用过这个技巧。为了加深你的印象，我们再来举一个例子。

例题 11: 设 f (z)在全复平面上处处满足微分方程

z2 f ′′(z)−2z f ′(z)+(2− z2) f (z) = 0,

且已知

f ′(0) = 1.

计算逆时针方向沿着单位圆 |z|= 1的围道积分∮
|z|=1

f (z)
z4 dz.
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解答：设 f (z) = c0+ z+c2z2+c3z3+ . . .，代入微分方程并比较两边同次项系数，可

以得到：

c0 = c2 = 0,c3 =
1
2
, . . .

所以 ∮
|z|=1

f (z)
z4 dz = 2πiRes

(
f (z)
z4 ,0

)
= 2πic3 = πi.

我们最后用一个有趣的问题结束围道积分这一小节。

例题 12: 计算积分

I =
∫ ∞

0

dx
1+ xα ,

这里的常数 α > 1。

解答：在如图所示的围道上对 f (z) = 1
1+zα 进行积分。在大圆弧上的积分当 R → ∞

Figure 3.10: 例题 12采取的积分围道

时趋向于零。围道内有一个孤立奇点 e
πi
α ，因此有∫ ∞

0
f (x)dx−

∫ ∞

0
f
(

re
2πi
α
)

d
(

re
2πi
α
)
= 2πiRes

(
f ,e

πi
α
)
. (3.37)

即

I − e
2πi
α I = 2πiRes

(
f ,e

πi
α
)
. (3.38)

令 g(z) = f (z)
(

z− e
πi
α

)
，则 g(z)在 e

πi
α 附近是解析函数。g(z)围绕 e

πi
α 的泰勒展开

的常数项，也就是 Res
(

f ,e
πi
α

)
为

g
(

e
πi
α
)
= lim

z→e
πi
α

z− e
πi
α

1+ zα =
1

αzα−1

∣∣∣∣
z=e

πi
α
=− 1

α
e

πi
α . (3.39)
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上面我使用了你（可能曾经）很熟悉的罗比达法则来计算极限。

I =
2πiRes

(
f ,e

πi
α

)
1− e

2πi
α

=
2πi

α
(

e
πi
α − e−

πi
α

) =
π
α

sin π
α
. (3.40)

例题 12的结果：∫ ∞

0

dx
1+ xα =

π
α

sin π
α
. (3.41)

可以写成一些不同的有趣形式。

例如，(3.41)中作变量替换 x = e
t
α，并记 β = 1

α，则有∫ ∞

−∞

eβ t

1+ et dt =
π

sin(βπ)
, (3.42)

上面的(3.42)本身也可以直接用围道积分计算，请思考应该取怎样的围道。

又如，(3.41)中作变量替换 t = xα

1+xα，并记 β = 1
α，可以得到∫ 1

0
tβ−1(1− t)−β dt =

π
sin(βπ)

. (3.43)

限于篇幅，以及为了不偏离本书的“简明”主题，我们对围道积分的讨论就到

此结束。如果你学习这一小节时感到有些困难，请不用担心：围道积分和其他章节

的关联不大，直接跳过，进入下一节的学习就行了。

3.3.1 一些补充说明

在你见识过围道积分的威力之后，也许你会产生“所有定积分都可以用围道积

分来解决”的错觉。其实并不是所有的定积分都适合用围道积分来解决。有些问题

虽然可以用围道积分解决，但用初等知识会更加容易解决。例如我们熟知的高斯

积分可以简单地通过自乘转化为二重积分，然后在极坐标直接计算得到。又例如：

I =
∫ 1

0
lnsin(πx)dx

简单地利用 sin在 (0,π)内的对称性，可以写出

I = 2
∫ 1/2

0
lnsin(πx)dx =

∫ 1

0
lnsin

πx
2

dx. (3.44)

再利用 sin和 cos在 (0, π
2 )的对称性，又有

I =
∫ 1

0
lncos

πx
2

dx. (3.45)
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把(3.44)和 (3.46)求平均，并利用正弦的二倍角公式

I =
1
2

∫ 1

0
ln
[

1
2

sin(πx)
]

dx =
1
2

I − 1
2

ln2. (3.46)

由此立刻解出 I =− ln2，即∫ 1

0
lnsin(πx)dx =− ln2. (3.47)

我曾经有一次在课堂上试图用围道积分证明 (3.47)，结果因为过于复杂而算崩了，

当场有些尴尬。在下课后我还是坚持完成了这个计算（好吧我承认多多少少是为

了找回面子），但显然，一开始选择围道积分这个策略就很不明智。

另外，许多教材讨论了“无穷远点 ∞”，“在无穷远点解析”这些概念。我的观
点是这些概念的引入对本课程来说是不必要的，因为在本课程中涉及这些概念的

问题都可以通过变量替换 t = 1
z（这样 z = ∞就映射为 t = 0）来解决。例如，因为

t = 0是 sin 1
t 的奇点，所以如果你喜欢，你可以说无穷远点是函数 sinz的奇点；因

为 t2在 t = 0解析，所以如果你喜欢，你可以说 1
z2 在 z = ∞解析；等等。但是，这

些说法除了引起概念混乱之外，带来了什么好处呢？

你可能会说：这样就能用“无穷远点的留数”（无穷大的顺时针围道上的积分

的 1
2πi 倍）来解决一些围道积分问题。对围道积分问题，要格外注意变量替换 z = 1

t

会额外在积分式中多出来 − 1
t2 的因子（因为 dz =− 1

t2 dt）。于是 f (z)在 z = ∞的留
数，实际上是 − 1

t2 f
(1

t

)
在 t = 0处的留数。这就引起了更多混乱。例如，即使 f (z)

在 z = ∞解析（也就是说 f
(1

t

)
在 t = 0解析）， f (z)在 ∞的留数也可能不是零（因

为 − 1
t2 f
(1

t

)
在 t = 0就未必解析了）。于是，我不得不发出灵魂拷问：就因为懒得

做变量替换 t = 1
z 而把自己置于各种混乱之中，值得吗？

例题 13: 复变函数
z−1

z6 + z+1
的所有孤立奇点处的留数之和等于多少？

解答：取一个巨大的圆 |z|= R，使得其包含所有的孤立奇点。显然当 |z|= R时，∣∣∣∣ z−1
z6 + z+1

∣∣∣∣∼ O
(

R−5
)

于是

lim
R→∞

∮
|z|=R

z−1
z6 + z+1

dz = 0.

故所有留数之和为零。

思考题：你能通过作变量替换 z = 1
t 来解决上面的例题吗？
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3.4 第3章习题

习题 23: 把 1
(z−1)(z−2) 在环形区域 1 < |z|< 2内洛朗展开。

习题 24:

f (z) =
1

(1+ ez)sinz

在圆区域 |z|< 5内有多少个孤立奇点？

习题 25: 证明 z = 0是 1
sin 1

z
的奇点，但不是孤立奇点。

习题 26: 证明复变函数 f (z) = 1
ez−1−z 在以原点为中心的单位圆 C = {z : |z|= 1}内

只有一个孤立奇点。然后计算逆时针方向沿着C的围道积分
∮

C f (z)dz。

习题 27: 计算

f (z) =
1

z3(1− z)3

在 z = 1处的留数。

习题 28: 计算

f (z) =
sin2 z

(z−π)5

在 z = π 处的留数。
习题 29: 计算： ∮

|z|=1

ez

z3 dz

其中积分路径是逆时针方向的圆 |z|= 1。

习题 30: 计算： ∮
|z|=2

ez

z(z−1)2 dz

其中积分路径是逆时针方向的圆 |z|= 2。

习题 31: 复变函数
z9

z8 +2z7 +3

的所有孤立奇点（按照本书习惯，不包含无穷远点）处的留数之和等于多少？

习题 32: 计算： ∮
|z|=1

1
(10z6 −1)(z−2)

dz

其中积分路径为逆时针的单位圆。

习题 33: 计算积分 ∫ ∞

0

lnx
(x+2)(x+1)

dx.

习题 34: 计算积分 ∫ 1

0

x1/4(1− x)3/4

(1+ x)3 dx.
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习题 35: 在挖去一个点的圆盘 {z : |z| ≤ 1,z ̸= 1}上，证明：

ln(1− z) =−
∞

∑
n=1

zn

n
,

这里约定 z = 0时，1− z的幅角为零，且在区域内 1− z的幅角连续变化。

提示:只要证明右边的级数定义了一个连续函数。|z|< 1时显然；|z|= 1时，设 z= eiθ

（0 < θ < 2π），先证明级数和收敛。令 Sn = ∑n
k=0 eikθ = 1−ei(n+1)θ

1−eiθ 。则 |Sn| ≤ 1
sin θ

2
。于

是对足够大的 N，∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=N

zn

n

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=N

Sn −Sn−1

n

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣−SN−1

N
+

∞

∑
n=N

[
Sn

(
1
n
− 1

n+1

)]∣∣∣∣∣
≤ 1

sin θ
2

[
1
N
+

∞

∑
n=N

1
n(n+1)

]
=

2
N sin θ

2

→ 0.

级数和对 z的连续性类似可证。

习题 36: 根据上一题的结论，证明：对 0 < θ < 2π，有

∞

∑
n=1

cos(nθ)
n

=− ln(2sin
θ
2
)

以及
∞

∑
n=1

sin(nθ)
n

=
π −θ

2
.

习题 37: 当 θ 不是 2π 的整数倍时，我们总能写出

θ = 2Nπ +ϕ ,

这里 N 为整数，0 < ϕ < 2π。
利用上一题的结论证明

f (θ)≡
∞

∑
n=1

einθ

n
=− ln(2sin

ϕ
2
)+ i

π −ϕ
2

(3.48)

习题 38: 如果 m为某个给定的正整数，对 0 < θ < ω ≡ 2π
m，我们来考虑如何计算：

gk(θ)≡
∞

∑
n=0

ei(nm+k)θ

nm+ k
, k = 1,2, . . . ,m. (3.49)
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根据定义容易验证

gk(θ + jω) = eik jωgk(θ), j = 0,1,2, . . . ,m−1;k = 1,2, . . . ,m. (3.50)

除了 j = 0的情况是平凡的之外，上式对m2个量 gk(θ + jω)（ j = 0,1,2 . . . ,m−1; k=

1,2, . . . ,m）给出了 m(m−1)个线性的制约方程。另外，我们还有如下 m个制约关

系：

m

∑
k=1

gk(θ + jω) = f (θ + jω), j = 0,1,2, . . . ,m−1. (3.51)

这里的 f 由上一题 (3.48)给出，是可以直接计算的。

这样，联立(3.50)（除去 j ̸= 0的平凡情况）和 (3.51)总计 m(m−1)+m = m2个线

性方程，我们原则上可以计算出所有 m2个量 gk(θ + jω)（ j = 0,1,2 . . . ,m−1; k =

1,2, . . . ,m）。

利用这种方法，对 0 < θ < π
3 计算级数和：

cosθ − cos(5θ)
5

+
cos(7θ)

7
− cos(11θ)

11
+

cos(13θ)
13

− cos(17θ)
17

+ . . .



4.解析延拓和 Gamma函数

4.1 解析函数的邻域近似

解析函数在任意一点 z0的邻域内都可以进行泰勒展开，

f (z) = f (z0)+ f ′(z0)(z− z0)+
f ′′(z0)

2
(z− z0)

2 +
f (3)(z0)

3!
(z− z0)

3 + . . . (4.1)

如果 f ′(z0) ̸= 0，那么在 z0的邻域 f (z)可以近似看作是一个线性函数： f (z)≈
f (z0)+ f ′(z0)(z− z0)；如果 f ′(z0) = 0但 f ′′(z0) ̸= 0，那么在 z0的邻域 f (z)≈ f (z0)+
1
2 f ′′(z0)(z− z0)

2；. . .

总而言之，如果 f (z)不是常数，那么总存在一个最小的正整数 n，使得 f (n)(z0) ̸=
0。在 z0的足够小的邻域内

f (z)≈ f (z0)+ c(z− z0)
n. (4.2)

这里的 c = f (n)(z0)
n! ̸= 0。

按照泰勒展开定理，只要把邻域取得足够小，更高次的误差项和 c(z− z0)
n 相

比就可以忽略。为了凸显主要思想，在本章中我会跳过对更高次的误差的讨论。如

果需要一个逻辑上非常严谨的论证，你就要用标准的 ε-δ 语言把证明补充完整。
解析函数的邻域近似(4.2)是一个很显然的结论，但它直接导致了解析函数的

一系列奇妙的性质。我们下面来稍作欣赏。

4.1.1 保角映射

在图 4.1中我们展示了解析函数（在导数非零处）具有保角映射的特点。在 z0

处的导数不为零的解析函数 f 把 z平面上的、相交于 z0 的曲线 C1 和 C2 分别映射
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为 f 平面上的、相交于 f (z0)的曲线 D1和 D2。我们来证明：C1和C2在 z0处（的

切线）的夹角，等于 D1和 D2在 f (z0)处（的切线）的夹角。

Figure 4.1: 解析函数（在导数非零处）是保角映射的图例说明

因为 f ′(z0) ̸= 0，我们可以在 z0 附近取邻域近似 f (z) ≈ f (z0)+ f ′(z0)(z− z0)。

所以对足够靠近 z0的，分别在C1和C2上的 z1和 z2，有

f (z2)− f (z0)

f (z1)− f (z0)
≈ f ′(z0)(z2 − z0)

f ′(z0)(z1 − z0)
=

z2 − z0

z1 − z0
. (4.3)

注意当 z1，z2无限逼近 z0时，上面的约等号会成为等号，
f (z2)− f (z0)
f (z1)− f (z0)

的幅角会趋向

于曲线 D1和 D2（的切线）的夹角， z2−z0
z1−z0

的幅角会趋向于C1和C2（的切线）的

夹角。所以命题得证。

4.1.2 最大模原理

回忆实函数的极大值问题：当实函数 f (x) 在 x = x0 处的第 1,2, . . . ,2n− 1（n

为正整数）阶导数均为零，但第 2n阶导数小于零时，函数 f 在 x0处取到极大值。

这是因为，在 x0 的足够小的邻域里， f (x) ≈ f (x0)+
f (2n)(x0)
(2n)! (x− x0)

2n ≤ f (x0)，

最后的等号当且仅当 x = x0才能取得。我们之所以能控制邻域内函数的增量 f (x)−
f (x0)，是因为我们的约定 x−x0为实数（幅角是 π的整数倍）导致了增量 c(x−x0)

2n

能够保持和 c同号。

对非常数的解析函数而言，无论邻域近似(4.2)中的 n 等于多少，函数的增量

——也就是 f (z)− f (z0)≈ c(z− z0)
n的幅角都是可以任意调节的：如果你希望 c(z−

z0)
n 的幅角是 θ，那么只要取 z− z0 的幅角为

θ−argc
n 。特别地，你可以取 z− z0 的

幅角为 arg [ f (z0)]−argc
n ，使得 f (z)− f (z0)和 f (z0)的幅角相同（如果 f (z0) = 0则让

f (z)− f (z0)的幅角随意就行）。这样 | f (z)|= | f (z0)|+ | f (z)− f (z0)|> | f (z0)|。只要
z0在区域内部，我总是能指出一个方向，当 z沿着这个方向移动时，| f (z)|会增大。
换一句话说，非常数的解析函数 f 的模的最大值不能在区域内部任何一点取到。于

是，就有了复分析中赫赫有名的最大模原理：
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最大模原理: 在区域内解析，在区域边界上连续的非常数函数的最大模只能

在区域边界上取得。

你可能很快会想到，既然能在邻域内取函数增量 f (z)− f (z0) 的幅角和 f (z0)

相同，使得 | f (z)|> | f (z0)|；那是不是也能在邻域内取函数增量 f (z)− f (z0)的幅角

和 f (z0)相差 π，使得 | f (z)|< | f (z0)|？然后得出非常数的解析函数的最小模也只能
在边界上取得？

你差一点就成功了。但很可惜上述论证有一个漏洞：当 f (z0) = 0时，无论你

怎样调节 f (z)− f (z0)的幅角，都无法使 | f (z)|< | f (z0)|。（显然 f (z0) = 0这个特殊

情况在证明最大模原理时也可能存在，但它对证明最大模原理并不造成麻烦。）

于是，你想出一个办法来拯救你的错误——把最小模原理的陈述改为：

最小模原理: 在区域内解析且没有零点，在区域边界上连续的非常数函数的

最小模只能在区域边界上取得。

现在你的定理没有任何毛病了。只不过——我实在不想伤害你的自尊但是我

还是忍不住要说出来——它有点多余。因为如果解析函数 f (z)没有零点，那么 1
f (z)

也是解析函数：对 1
f (z) 运用最大模原理和对 f (z)运用最小模原理是一样的。

4.1.3 代数基本定理

你肯定知道下面的事实：

代数基本定理: n次复系数的多项式（n ≥ 1)有 n个复数根（重根按重数计算

个数）

甚至你可能会有点疑惑：这么显然的事情也能叫做定理？

但仔细一想，五次和五次以上的多项式不存在一般的求根公式（这个论断的

证明也很有趣，但和本书的主题无关，就不做介绍了），所以 n ≥ 5次的多项式有

n个复数根这件事并不是那么显然。

我们先来证明非常数的多项式 P(z)一定有一个零点。这个其实是显然的，因

为在 z → ∞时，|P(z)| → ∞。也就是说如果你在复平面上画个很大的边界，在边界
上 |P(z)|是会处处很大的。如果 P(z)没有零点，这就和最小模原理矛盾了。把这

个想法整理成数学语言就是：

证明：用反证法，假设多项式 P(z) = zn + an−1zn−1 + an−2zn−2 + . . .+ a1z+ a0 在复

平面上没有任何零点。我们可以取一个很大的 R使得

Rn > |an−1|Rn−1 + |an−2|Rn−2 + . . .+ |a1|R+2|a0| (4.4)
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在圆 |z| ≤ R内对 P(z)使用最小模原理（其实就是对 1
P(z) 应用最大模原理），P(z)的

最小模只能在边界上取得，但是在边界 |z|= R上，又有

|P(z)| ≥ |z|n −
(
|an−1||z|n−1 + |an−2||z|n−2 + . . .+ |a1||z|+ |a0|

)
> |a0| (4.5)

所以在圆内处处有 |P(z)|> |a0|。这和 P(0) = a0矛盾。

当证明存在一个复数根之后，剩下的就可以简单用数学归纳法完成了。如 n次

多项式 P(z)有复数根 α，则通过多项式除法可以得到 P(z) = (z−α)Q(z)（没有余

项是因为 P(α) = 0），这里 Q(z)是 n−1次多项式。对 Q(z)使用归纳假设即可。

4.1.4 解析延拓

如果解析函数 f 在某个点 z0的邻域内都等于零，那么 f 在和 z0连通的区域内

都是零。否则的话，如图 4.2所示，整个连通区域就能划分为 f = 0和 f ̸= 0的两

个子区域，两个子区域的公共边界上的点就会出现任意小的邻域内都无法进行泰

勒级数展开的情形。这和解析函数在区域内任何一点总能进行泰勒展开（并且泰

勒展开系数 cn是由该点的 n阶导数唯一确定的）相矛盾。

Figure 4.2: 解析函数不能存在整片的恒为零区域和非零区域连通并存的情况，否则

公共边界上无法进行泰勒展开

于是，我们立刻有下面的解析延拓定理：

解析延拓定理: 如果 f 和 g是连通区域 T 内的解析函数，且在区域 T 内某点

z0， f 和 g的泰勒展开级数相同，那么在整片连通区域 T 内， f 和 g都相等。

证明：考虑解析函数 f − g，它在 z0 的（泰勒级数收敛的）邻域内处处为零，

所以 f −g在整片连通区域内为零。

解析延拓定理也可以表述为：在一小片邻域内相等的两个解析函数，在整片
连通区域内都相等。
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如果在某个区域内我们用某种方式定义了解析函数 f，发现它在该区域内和另

外一个解析函数 g相同，并且 g在连通的更大区域内有定义。那么，我们就可以把

解析函数 f 的定义“延拓”到这个更大的区域内（即在更大区域内令 f = g）。这就

是“解析延拓”这个名词的由来。

例如，在单位圆区域 |z|< 1内我们可以通过幂级数定义解析函数

f (z) = 1+ z+ z2 + z3 + . . . (4.6)

然后我们发现它和 g(z) = 1
1−z 在单位圆内恒等。于是我们可以把 f 的定义延拓到

任意 z ̸= 1处（在 z ≥ 1处只要让 f = g就行了）。

不得不说，上面的经典例子是个糟糕透顶的例子。你一定感到我说得很对但

又等于什么都没有说：痛快点，直接定义 f = 1
1−z 不就好了吗？绕这个圈子是想干

什么呢？

为了解答你的困惑，下面我们来介绍一个通过“套娃”的方式来进行解析延拓

的例子——它将给出本书的第一个特殊函数 Γ函数的完整定义。

4.2 Gamma函数

Γ函数在 Re(z)> 0范围内的定义为：

Γ(z)≡
∫ ∞

0
tz−1e−tdt. (4.7)

因为 t 在整个积分区间内恒正，按我们对 ln符号含义的默认约定，被积函数中的

tz = ez ln t 是个单值函数。

对正整数 n，容易验证

Γ(n) = (n−1)!, n = 1,2,3, . . . . (4.8)

因此我们有时也把 Γ(z)写成 (z−1)!。

我们下面用解析延拓的方法把 Γ函数的定义域扩充到除了一些离散的点之外
的整个复平面。

对 Re(z)> 0，在积分号下求导：

dΓ(z)
dz

=
∫ ∞

0
tz−1(ln t)e−tdt, Re(z)> 0. (4.9)

容易验证这个积分在 Re(z) > 0的情况下仍是收敛的并确实是 Γ(z)的导函数，
因此 Γ(z)在右半平面内是解析函数。

利用 Γ函数的定义，分部积分一次后可以得到递推公式

Γ(z+1) = zΓ(z). (4.10)
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（也许你更喜欢把它写成 z! = z · (z−1)!)

考虑函数
Γ(z+1)

z
它在右半平面和 Γ(z) 恒等，但是又在更大的区域 {z : Re(z) > −1,z ̸= 0} 里解析。
因此它可以看成 Γ函数在区域 {z : Re(z)>−1,z ̸= 0}里的解析延拓。

Γ函数在区域 {z : Re(z)>−1,z ̸= 0}里都有了定义之后，再考虑函数

Γ(z+1)
z

它在右半平面和 Γ(z)恒等，但是又在更大的区域 {z : Re(z) > −2,z ̸= 0,−1}里解
析。因此它可以看成 Γ函数在区域 {z : Re(z)>−2,z ̸= 0,−1}里的解析延拓。

Γ函数在区域 {z : Re(z)>−2,z ̸= 0,−1}里都有了定义之后，再考虑函数

Γ(z+1)
z

它在右半平面和 Γ(z)恒等，但是又在更大的区域 {z : Re(z)>−3,z ̸= 0,−1,−2}里
解析。因此它可以看成 Γ函数在 {z : Re(z)>−3,z ̸= 0,−1,−2}里的解析延拓。

这样一直进行下去，我们得到一个在全复平面上除了 z= 0,−1,−2,−3, . . .之外

处处解析的 Γ函数。在 z = 0,−1,−2, . . .，Γ函数是发散的（可以理解为取值为 ∞）。
如果我们定义一个 Γ倒数函数， 1

Γ(z)，它就在全复平面解析，而且 z = 0,−1,−2, . . .

都是它的零点。在本章末的习题里，我们会给出 1
Γ(z) 的无穷乘积表达式。

如图 4.3所示，我们先来讨论当 Γ函数的宗量为实数时的情况。需要特别关注
的是在 (0,∞)内的 Γ函数的形状。在 x < 0的区间内，你只要用递推公式(4.10)进

行计算就行了。

我们先来证明一个常用的结论：

Γ
(

1
2

)
=
√

π. (4.11)

证明：按照定义(4.7)，有

Γ
(

1
2

)
=
∫ ∞

0
t−1/2e−tdt (4.12)

作变量替换 t = r2，有

Γ
(

1
2

)
= 2

∫ ∞

0
e−r2

dr =
√

π. (4.13)

在最后一步我们利用了熟知的高斯积分
∫ ∞
−∞ e−r2

dr =
√

π。

再利用递推公式(4.10)，我们还可以计算出 Γ
(3

2

)
= 1

2
√

π，Γ
(
−1

2

)
=−2

√
π 等。
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Figure 4.3: Γ函数当宗量为实数时的图像

4.2.1 Striling公式

我们再来研究下 x → ∞时 Γ(x)的渐近行为。

Stirling公式: 当 x ≫ 1时，有如下的近似表达式

Γ(x+1) = x! ≈
√

2πx
(x

e

)x
. (4.14)

证明：利用 Γ函数的定义：

x! =
∫ ∞

0
txe−tdt =

∫ ∞

0
e−t+x ln tdt

被积函数在极大值点 t = x附近贡献较大，所以把 −t + x ln t 在 t = x附近泰勒展开:

−t + x ln t ≈−x+ x lnx− (t − x)2

2x

x! ≈
∫ ∞

0
e−x+x lnxe−

(t−x)2
2x dt

≈
(x

e

)x ∫ ∞

−∞
e−

(t−x)2
2x dt

=
√

2πx
(x

e

)x



66 Chapter 4.解析延拓和 Gamma函数

注意由于当 x趋向于无穷大时，t < 0部分积分的贡献趋向于零，所以我们把积分

范围从 (0,∞)变为了 (−∞,∞)。

在上面的证明中，我们略去了对误差的讨论，所以称不上是一个严谨的证明。不

过，如果你仅仅是因为对计算精度的不满而希望改进 Stirling公式，你可以假设

ln(x!) = ln
[√

2πx
(x

e

)x]
+

c1

x
+

c2

x2 + . . .

然后利用 (x+1)! = (x+1) · x!来确定待定的系数 c1,c2, . . .最后得到的 Stirling公式

的终级版本为：

x! =
√

2πx
(x

e

)x
e

1
12x−

1
360x3 +

1
1260x5 −

1
1680x7 ..., (x > 1). (4.15)

实际上，上述讨论中并不需要限定 x为实变量，只要限制幅角 |argz|< π 就可
以了。所以最一般的 Stirling公式为

ln(z!) = z lnz− z+
1
2

ln(2πz)+
1

12z
− 1

360z3 + . . . , (|argz|< π, |z|> 1). (4.16)

或者等价的

lnΓ(z) = z lnz− z+
1
2

ln
2π
z
+

1
12z

− 1
360z3 + . . . , (|argz|< π, |z|> 1). (4.17)

像这样的等式被称作是无穷远处的渐近展开。

我们对(4.16)和(4.17)两边求导，还能得到：

d
dz

ln(z!) = lnz+
1
2z

− 1
12z2 +

1
120z4 + . . . , (|argz|< π, |z|> 1). (4.18)

或者等价地

d
dz

lnΓ(z) = lnz− 1
2z

− 1
12z2 +

1
120z4 + . . . , (|argz|< π, |z|> 1). (4.19)

利用 Stirling公式，可以导出一个很有趣的

Γ 函数的 Weierstrass 无穷乘积表示 (Weierstrass’s product representation):
对任意复数 z，有

1
Γ(z)

= zeγz
∞

∏
n=1

[(
1+

z
n

)
e−

z
n

]
. (4.20)

这里

γ ≡ lim
n→∞

[(
n

∑
k=1

1
k

)
− lnn

]
= 0.57721566490153286060651209 . . . (4.21)

是欧拉常数 (Euler-Mascheroni constant)。



4.2 Gamma函数 67

证明：

1
Γ(z)

=
z(z+1)(z+2) . . .(z+n)

(z+n)!

=
n!z(1+ z)

(
1+ z

2

)(
1+ z

3

)
. . .
(
1+ z

n

)
(z+n)!

(4.22)

令 n → ∞，并利用 Stirling公式

1
Γ(z)

= lim
n→∞

(n
e )

n

( z+n
e )n+z z(1+ z)

(
1+

z
2

)(
1+

z
3

)
. . .
(

1+
z
n

)
= lim

n→∞

(
1+

z
n

)−n
ezn−zz(1+ z)

(
1+

z
2

)(
1+

z
3

)
. . .
(

1+
z
n

)
= lim

n→∞
n−zz(1+ z)

(
1+

z
2

)(
1+

z
3

)
. . .
(

1+
z
n

)
(4.23)

= lim
n→∞

e−z lnnz(1+ z)
(

1+
z
2

)(
1+

z
3

)
. . .
(

1+
z
n

)
= lim

n→∞
eγz−(1+ 1

2+
1
3+...+ 1

n )zz(1+ z)
(

1+
z
2

)(
1+

z
3

)
. . .
(

1+
z
n

)

在证明的过程中，中间结论 (4.23)给出了

Γ函数的欧拉极限:

1
Γ(z)

= z lim
N→∞

[
N−z

N

∏
n=1

(
1+

z
n

)]
. (4.24)

上面的式子又等价于

Γ函数的欧拉无穷乘积表示 (Euler’s product representation):

1
Γ(z)

= z
∞

∏
n=1

[(
1+

z
n

)(
1+

1
n

)−z
]
. (4.25)

从 (4.20) 可以看出： 1
Γ(z) 是在全复平面解析的函数，它的所有一阶零点是：

0,−1,−2,−3, . . .。

你可能已经感觉到这些内容有些偏离本书的“简明”主题。确实，当谈到优美

的结论时我确实总是有刹不住车的毛病。例如我忍不住又要介绍下面的
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Γ函数乘积公式: 对任意正整数 m及复数 z，有

Γ(mz) =
mmz− 1

2

(2π)
m−1

2

m−1

∏
k=0

Γ
(

z+
k
m

)
. (4.26)

特别地，当 m = 2时，有下面的倍乘公式：

Γ(2z) =
22z−1
√

π
Γ(z)Γ

(
z+

1
2

)
. (4.27)

证明：根据 (4.24)，有

1

∏m−1
k=0 Γ

(
z+ k

m

)
=

m−1

∏
k=0

[(
z+

k
m

)
lim

N→∞
N−z− k

m

N

∏
n=1

(
1+

z+ k
m

n

)]

=
m−1

∏
j=0

(
z+

j
m

)
lim

N→∞
N−mz−m−1

2

N

∏
n=1

[
m−1

∏
k=0

(
1+

z+ k
m

n

)]

=
m−1

∏
j=0

(
z+

j
m

)
lim

N→∞
N−mz−m−1

2

N

∏
n=1

{
m−1

∏
k=0

[(
1+

mz
nm+ k

)(
1+

k
nm

)]}

=
m−1

∏
j=0

(
z+

j
m

)
lim

N→∞
N−mz−m−1

2

N

∏
n=1

[
[(n+1)m−1]!
(nm−1)!nmmm

m−1

∏
k=0

(
1+

mz
nm+ k

)]

= z
(m−1)!

mm−1

m−1

∏
j=1

(
1+

mz
j

)
lim

N→∞
N−mz−m−1

2

N

∏
n=1

[
[(n+1)m−1]!
(nm−1)!nmmm

m−1

∏
k=0

(
1+

mz
nm+ k

)]

= z lim
N→∞

[m(N +1)−1]!
m(N+1)m−1(N!)m

N−mz−m−1
2

(N+1)m−1

∏
j=1

(
1+

mz
j

)

= z lim
N→∞

(mN)!(mN)m−1

m(N+1)m−1(N!)m
N−mz−m−1

2

Nm

∏
j=1

(
1+

mz
j

)

= z lim
N→∞

(mN)!
mmN(N!)m N−mz+m−1

2

Nm

∏
j=1

(
1+

mz
j

)

= z lim
N→∞

√
2πmN

(mN
e

)mN

mmN(2πN)
m
2
(N

e

)Nm N−mz+m−1
2

Nm

∏
j=1

(
1+

mz
j

)

=
mmz− 1

2

(2π)
m−1

2
(mz) lim

N→∞
(mN)−mz

Nm

∏
j=1

(
1+

mz
j

)

=
mmz− 1

2

(2π)
m−1

2

1
Γ(mz)

最后一步，我们逆用了公式(4.24)。证明过程中我们还使用了 Striling公式。这个证
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明方法谈不上优美。不过，思路很直截了当。

4.2.2 Beta函数和互余宗量关系

对 α,β > 0，B函数定义为：

B(α,β ) =
∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1 dx. (4.28)

它和 Γ函数有如下关系：

B(α,β ) =
Γ(α)Γ(β )
Γ(α +β )

. (4.29)

证明：根据 Γ函数定义：

Γ(α)Γ(β ) =
∫ ∞

0
uα−1e−udu

∫ ∞

0
υβ−1e−υdυ

做替换 u = s2,υ = t2；

Γ(α)Γ(β ) = 4
∫ ∞

0
s2α−1e−s2

ds
∫ ∞

0
t2β−1e−t2

dt

然后转换到极坐标 s = r cosθ , t = r sinθ；

Γ(α)Γ(β ) = 4
∫ ∞

0
e−r2

r2α+2β−2r dr
∫ π/2

0
cos2α−1 θ sin2β−1 θdθ

最后做变量替换 w = r2, x = cos2 θ，即得证。

思考题：用两种不同的变量替换，把
∫ 1
−1(1− x2)z−1dx转化为 B函数，给出

倍乘公式 (4.27)的另一种证明。

回忆（好吧你可能很难回忆得起来）用围道积分得到的结果(3.43)，可以得到

B(z,1− z) = π
sin(πz) （0 < z < 1)，再根据(4.29)，就有

Γ函数的互余宗量关系:

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sin(πz)
(4.30)

互余宗量关系(4.30)虽然是在 0 < z < 1的情况下证明的，但因为等式两边在

z = 1
2 附近的泰勒展开系数全部相同，所以可以把该恒等式解析延拓到除去 z为整

数外的全复平面。
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B函数还能推广为下面的

n维限和积分公式:∫
Ωn

xα1−1
1 xα2−1

2 . . .xαn−1
n f (x1 + x2 + . . .+ xn)dx1dx2 . . .dxn

=
Γ(α1)Γ(α2) . . .Γ(αn)

Γ(α1 +α2 + . . .+αn)

∫ 1

0
f (u)uα1+α2+...+αn−1du. (4.31)

其中等式左边的积分区域Ωn = {(x1,x2, . . . ,xn) : x1,x2, . . . ,xn ≥ 0;x1+x2+ . . .+

xn ≤ 1}.

我所能想出来的一个最简单的证明要用到狄拉克 δ 函数，因此请原谅我把证
明推迟到 5.2节。

4.2.3 Gamma函数相关问题举例

下面我们通过几个例题来熟悉 Γ(x)的性质。

例题 14: 证明：当 x > 0时, Γ′′(x)> 0。

解答：直接对(4.7)求导两次，有

Γ′′(x) =
∫ ∞

0
tx−1(ln t)2e−tdt > 0. (4.32)

例题 15: 当在 x ∈ (0,∞) 内考虑 Γ 函数，证明存在 1 < µ < 2，使得 Γ(x) 在
x = µ 处取得最小值。

解答：由于 Γ(1) = Γ(2) = 1，根据罗尔定理，存在 1 < µ < 2使得 Γ′(µ) = 0。又由

于 Γ′′(x)> 0（见上个例题），Γ′(x)是个单调上升函数。所以 µ 是唯一的最小值点。

例题 16: 证明：当 x > 0时, Γ(x)> 1
e。

解答：当 x > 1，根据(4.7)，有：

Γ(x)>
∫ ∞

1
tx−1e−tdt >

∫ ∞

1
e−tdt =

1
e
. (4.33)

当 0 < x ≤ 1，根据递推公式(4.10)有

Γ(x) =
1
x

Γ(x+1)≥ Γ(x+1)>
1
e
. (4.34)
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在最后一步我们利用了 x+1 > 1以及上面已经证明了的结论(4.33)。

例题 17: 把 Γ
(1

3

)
，Γ

(4
3

)
，Γ

(7
3

)
，Γ

(10
3

)
这四个数按从小到大排序。

解答：根据 (4.7)，显然当 x > 0时，Γ(x)> 0。所以待排序的四个数均为正数。此

外，根据递推公式(4.10)，有

Γ
(

4
3

)
=

1
3

Γ
(

1
3

)
(4.35)

Γ
(

7
3

)
=

4
3

Γ
(

4
3

)
=

4
9

Γ
(

1
3

)
(4.36)

Γ
(

10
3

)
=

7
3

Γ
(

7
3

)
=

28
27

Γ
(

1
3

)
(4.37)

(4.38)

所以排序的结果是 Γ
(4

3

)
< Γ

(7
3

)
< Γ

(1
3

)
< Γ

(10
3

)
。

例题 18: 证明

Γ′(1) =−γ. (4.39)

解答：在递推公式(4.10)两边求导，有

Γ′(z+1) = zΓ′(z)+Γ(z). (4.40)

两边除以 Γ(z+1) = zΓ(z)，就有

Γ′(z+1)
Γ(z+1)

=
Γ′(z)
Γ(z)

+
1
z
. (4.41)

反复利用这个递推公式，可以得到

Γ′(1) =
Γ′(n+1)
Γ(n+1)

−
(

1+
1
2
+

1
3
+ . . .+

1
n

)
. (4.42)

再利用 Stirling公式(4.18)估算

Γ′(n+1)
Γ(n+1)

= lnn+O
(

1
n

)
. (4.43)

于是令 n → ∞即得证。

例题 19: 计算 Γ′′(1)
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解答：令 f (x) = lnΓ(x)，则利用互余宗量关系，可以计算出

f ′′(1) = lim
ε→0

f (1+ ε)+ f (1− ε)−2 f (1)
ε2 (4.44)

= lim
ε→0

ln [Γ(1+ ε)Γ(1− ε)]
ε2

= lim
ε→0

ln [εΓ(ε)Γ(1− ε)]
ε2

= lim
ε→0

ln
[

πε
sin(πε)

]
ε2

= lim
ε→0

− ln
[

sin(πε)
πε

]
ε2

= lim
ε→0

− ln
[
1− π2

6 ε2 +O(ε4)
]

ε2

=
π2

6
(4.45)

又根据上个例题的结论

f ′′(1) =
Γ′′(1)
Γ(1)

−
[

Γ′(1)
Γ(1)

]2

= Γ′′(1)− γ2 (4.46)

这里 γ = 0.5772156649 . . .是欧拉常数。于是

Γ′′(1) =
π2

6
+ γ2. (4.47)

等式(4.44)很容易用泰勒展开证明，它是数值计算二阶导数常用的方法。

在上面的例题中我们看到计算 lnΓ(z)的各阶导数比直接计算 Γ(z)的各阶导数
要容易。因为 Γ函数的增长速度非常快，所以当涉及具体数值计算时研究增长速
度缓慢得多的函数 lnΓ(z)是比较明智的选择。

在文献 [1]中还着重介绍了 lnΓ(z)的导函数（文献中一般称为 digamma函数）

ψ(z)≡ d
dz

[lnΓ(z)] =
Γ′(z)
Γ(z)

. (4.48)

在递推公式以及互余宗量关系两边取对数并求导，我们知道

ψ(z+1)−ψ(z) =
1
z
. (4.49)

以及

ψ(1− z)−ψ(z) = π cot(πz). (4.50)
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结合上面两式可以得到

ψ(−z)−ψ(z) =
1
z
+π cot(πz). (4.51)

另外，渐近公式(4.19)给出了

lim
n→∞

[ψ(n+ z)− lnn] = 0. (4.52)

思考题：利用上面几条性质证明：

对 a ̸= 0，有

∞

∑
n=0

1
n2 +a2 =

1
2a2 [1+πacoth(πa)] . (4.53)

对非整数 a，有

∞

∑
n=0

1
n2 −a2 =− 1

2a2 [1+πacot(πa)] . (4.54)

提示：把 1
n+z 写成 ψ(z+n+1)−ψ(z+n)，然后利用性质(4.52)。具体过程可

以参考文献 [1]。

如果你能独立解决上述思考题。那么你肯定意识到了 ψ 函数可以用来求两组
符号交错的无穷等差数列的倒数和。事实上，在 (4.20)两边取对数并求导，可以得

到

ψ(z) =−1
z
− γ +

∞

∑
n=1

(
1
n
− 1

n+ z

)
. (4.55)

从上式你一眼就能看出前面例题的结论 ψ(1) =−γ。
在 (4.49)两边连续求导，还可以得到

ψ ′(z+1)−ψ ′(z) =− 1
z2 . (4.56)

ψ ′′(z+1)−ψ ′′(z) =
2
z3 . (4.57)

这些结果，结合同样由渐近公式(4.19)给出的

lim
n→∞

ψ ′(n+ z) = lim
n→∞

ψ ′′(n+ z) = . . .= 0. (4.58)

有时可以用来求无穷等差数列的平方、立方⋯⋯倒数和。当然，这些无穷级数和与

ψ 函数的关系也可以通过把 (4.55)两边求导若干次得到。
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在乘积公式 (4.26)两边取对数并求导，可以得到：

ψ(mz) =
∑m−1

k=0 ψ
(
z+ k

m

)
m

+ lnm, (m ∈ Z+). (4.59)

特别地，当 m = 2时，

ψ(2z) =
ψ(z)+ψ

(
z+ 1

2

)
2

+ ln2. (4.60)

不管怎么说，所有这些计算的前提是你能求出 ψ 函数以及它的各阶导函数，
或者像前面的思考题中那样利用 ψ 函数的性质把两个 ψ 函数消去。但是，有时候
情况是反过来的，ψ 函数或者它的导函数需要用级数和来计算。例如，利用上一章
末尾的几道习题，你可以计算很多整数等差数列的（交错符号）倒数和（先对一般

θ 计算然后令 θ → 0+）。这个方法虽然计算量很大，但是可以计算出几乎所有有

理数的 ψ 函数值。下面列举了一些相对简单的结果。对于我这样不擅长计算的人
来说，更复杂的质数分母的情况（例如 ψ

(1
7

)
）的计算量过于庞大，只能暂时放弃。

此外，ψ 在整数和半整数的导数可以用例题 19的方法来计算，我也列了几个结果。

ψ(1) = −γ (4.61)

ψ
(

1
2

)
= −γ −2ln2 (4.62)

ψ
(

1
3

)
= −γ − π

2
√

3
− 3

2
ln3 (4.63)

ψ
(

1
5

)
= −γ − 5

4
ln5−

√
5

2
ln

√
5+1
2

− π
√

25+10
√

5
10

(4.64)

ψ
(

2
5

)
= −γ − 5

4
ln5−

√
5

2
ln

√
5−1
2

− π
√

25−10
√

5
10

(4.65)

ψ ′(1) =
π2

6
(4.66)

ψ ′
(

1
2

)
=

π2

2
(4.67)
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由这些结果，结合(4.49)至(4.60)这些性质，很容易导出

ψ
(

2
3

)
= −γ +

π
2
√

3
− 3

2
ln3 (4.68)

ψ
(

1
4

)
= −γ − π

2
−3ln2 (4.69)

ψ
(

3
4

)
= −γ +

π
2
−3ln2 (4.70)

ψ
(

3
5

)
= −γ − 5

4
ln5−

√
5

2
ln

√
5−1
2

+
π
√

25−10
√

5
10

(4.71)

ψ
(

4
5

)
= −γ − 5

4
ln5−

√
5

2
ln

√
5+1
2

+
π
√

25+10
√

5
10

(4.72)

ψ
(

1
6

)
= −γ −

√
3

2
π −2ln2− 3

2
ln3 (4.73)

ψ
(

5
6

)
= −γ +

√
3

2
π −2ln2− 3

2
ln3 (4.74)

以及一些宗量相差为整数的平凡结果（例如 ψ ′ (−1
2

)
= 4+ψ

(1
2

)
= 4+ π2

2 ），等等。

下面我举些例子来说明我是如何如何得到这些结果的。

例题 20: 计算 ψ
(1

2

)
。

解答：在(4.60)中令 z = 1
2，有

ψ(1) =
ψ
(1

2

)
+ψ(1)
2

+ ln2.

再利用前面已经用多种方法证明过的 ψ(1) =−γ，就可以解出

ψ
(

1
2

)
=−γ −2ln2.

例题 21: 计算 ψ
(1

4

)
。

解答：在(4.60)中令 z = 1
4，有

ψ
(

1
2

)
=

ψ
(1

4

)
+ψ

(3
4

)
2

+ ln2

再在 (4.50)中令 z = 1
4，有

ψ
(

1
4

)
−ψ

(
3
4

)
=−π



76 Chapter 4.解析延拓和 Gamma函数

再利用已知的 ψ
(1

2

)
=−γ −2ln2，即可解出

ψ
(

1
4

)
=−γ − π

2
−3ln2.

上面这些没有任何难度的计算想必有点让你觉得无趣，是时候来点真材实料

了。我假定你已经根据提示解答了上一章末尾的几道习题，因为这是我计算的出

发点。

例题 22: 计算 ψ
(1

5

)
。

解答：对 0 < θ < 2π 定义

f (θ)≡
∞

∑
n=1

einθ

n
, (4.75)

以及

gk(θ)≡
∞

∑
n=0

ei(5n+k)θ

5n+ k
. (k = 1,2,3,4,5). (4.76)

下面我们将省略宗量，简记

f j ≡ f
(

θ +
2π j

5

)
, ( j = 1,2,3,4). (4.77)

显然有

f j =
5

∑
k=1

gk

(
θ +

2 jπ
5

)
=

5

∑
k=1

ω jkgk (θ) . (4.78)

这里我们定义了 ω = e
2πi
5 ，容易得到

ω5 = 1, (4.79)

1+ω +ω2 +ω3 +ω4 = 0, (4.80)

ω +ω4 = 2cos
2π
5
, (4.81)

ω −ω4 = 2isin
2π
5
, (4.82)

ω2 +ω3 = −2cos
π
5
, (4.83)

ω2 −ω3 = 2isin
π
5

(4.84)
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等性质。此外，注意 (4.80)，(4.81)，和 (4.83)联合可以给出（也许你并不那么熟悉

的）一个等式：

cos
π
5
− cos

2π
5

=
1
2
. (4.85)

注意从上式，以及三角函数的倍角公式等，你可以解出 cos π
5 = 1

4 +
√

5
4 ，cos 2π

5 =

−1
4 +

√
5

4 ，以及 sin π
5 =

√
10−2

√
5

4 ，sin 2π
5 =

√
10+2

√
5

4 等。我们将在最后一步用到这

些数值。

下面我将简略地记 xk = gk(θ)−g5(θ)。于是 (4.78)可以写成

ωx1 +ω2x2 +ω3x3 +ω4x4 = f1, (4.86)

ω2x1 +ω4x2 +ωx3 +ω3x4 = f2, (4.87)

ω3x1 +ωx2 +ω4x3 +ω2x4 = f3, (4.88)

ω4x1 +ω3x2 +ω2x3 +ωx4 = f4. (4.89)

注意我们利用 (4.80)把 g5(θ)的系数都分配到前面的各个 xk 里了。

利用 (4.55)容易看出当 θ → 0时，

ψ
(

1
5

)
=−γ −5x1. (4.90)

根据 (3.48)，当 θ → 0时，

f j →− ln
(

2sin
kπ
5

)
+

(5−2k)π
10

, ( j = 1,2,3,4). (4.91)

所以，计划很明确了：在上式给出了 f1, f2, f3, f4的情况下，求解(4.86)至(4.89)的四

元一次方程组中的 x1，然后代入 (4.90)解决问题。另外，我们知道当 θ → 0时，每

个 xk 都是实数，所以计算过程中保留实部就可以了。这可以简化一部分计算。

把 (4.86)加上 (4.89)，(4.87)加上 (4.88)，可以得到：

2cos
2π
5
(x1 + x4)−2cos

π
5
(x2 + x3) = f1 + f4, (4.92)

−2cos
π
5
(x1 + x4)+2cos

2π
5
(x2 + x3) = f2 + f3, (4.93)

联立即可算出

x1 + x4 =−
( f1 + f4)cos 2π

5 +( f2 + f3)cos π
5

cos π
5 + cos 2π

5

(4.94)

这里我们用到了恒等式 cos π
5 − cos 2π

5 = 1
2。

因为只需要保留实部，而且 f1和 f4实部相等， f2和 f3实部相等，所以

x1 + x4 =
2cos 2π

5 ln
(
2sin π

5

)
+2cos π

5 ln
(
2sin 2π

5

)
cos π

5 + cos 2π
5

. (4.95)
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用同样的方法（(4.86)减去 (4.89)，(4.87)减去 (4.88)）可以算出

x1 − x4 =
π
(
3sin 2π

5 + sin π
5

)
10
(
sin2 π

5 + sin2 2π
5

) . (4.96)

于是 (4.95)和 (4.96)求平均得到

x1 =
cos 2π

5 ln
(
2sin π

5

)
+ cos π

5 ln
(
2sin 2π

5

)
cos π

5 + cos 2π
5

+
π
(
3sin 2π

5 + sin π
5

)
20
(
sin2 π

5 + sin2 2π
5

) . (4.97)

把各个三角函数值代入并化简，得到：

x1 =
1
4

ln5+
1

2
√

5
ln

√
5+1
2

+
π
√

25+10
√

5
50

. (4.98)

代入 (4.90)，最终得到：

ψ
(

1
5

)
=−γ − 5

4
ln5−

√
5

2
ln

√
5+1
2

− π
√

25+10
√

5
10

. (4.99)

最后我们来看一些 Stirling公式和 n维限和积分公式的一些应用。

例题 23: 随机抛 100次硬币，估算恰好有 50次正面向上的概率。

解答：假设每次有正反两面等概率，结果整个过程一共有 2100 种可能性。其中 50

次正面向上的过程有（100次里选 50次的组合数） 100!
(50!)2 种。所以概率

p =
1

2100 ×
100!
(50!)2

≈ 1
2100 ×

√
200π

(100
e

)100

100π
(50

e

)100

=
1

10

√
2
π

≈ 0.080 (4.100)

你可以尝试用 Stirling公式的加强版来计算更加精确的结果。

例题 24: 计算 n-维空间的半径为 1的球的体积 Vn (n为任意正整数)。

解答：
Vn =

∫
x2

1+x2
2+...+x2

n≤1
dx1dx2 . . .dxn
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利用对称性可以写成

Vn = 2n
∫

x1,x2,...,xn≥0;x2
1+x2

2+...+x2
n≤1

dx1dx2 . . .dxn

作变量替换 xi =
√

yi，

Vn =
∫

Ωn

y
− 1

2
1 y

− 1
2

2 . . .y
− 1

2
n dy1dy2 . . .dyn

再利用 n维限和积分公式：

Vn =
Γ
(1

2

)n

Γ
(n

2

) ∫ 1

0
u

n
2−1du =

πn/2

Γ
(n

2

) 2
n
=

πn/2(n
2

)
!

例题 25: 满足标准正态分布

P(x) =
1√
2π

e−
x2
2

的随机变量 x 的 100 次独立采样值为 x1,x2, . . . ,x100；请估算 x2
1 + x2

2 + . . .+

x2
100 > 200的概率。

解答：我们先考虑 n个独立地满足标准正态分布的变量 x1,x2, . . . ,xn 的平方和不大

于 s (s ≥ 0)的概率：

Pn(s) =
1

(2π)n/2

∫
x2

1+x2
2+...x2

n<s
e−

x2
1+x2

2+...+x2
n

2 dx1dx2 . . .dxn.

由正态分布的对称性，可以把积分限定在 x1,x2, . . . ,xn ≥ 0的范围内：

Pn(s) =
2n

(2π)n/2

∫
x1,x2,...,xn≥0;x2

1+x2
2+...x2

n<s
e−

x2
1+x2

2+...+x2
n

2 dx1dx2 . . .dxn.

做变量替换 xi =
√

syi (i = 1,2, . . . ,n)，并利用 n维限和积分公式：

Pn(s) =
s

n
2

(2π)n/2

∫
Ωn

y
− 1

2
1 y

− 1
2

2 . . .y
− 1

2
n e−

s(y1+y2+...+yn)
2 dy1dy2 . . .dyn

=
s

n
2

(2π)n/2

[
Γ
(1

2

)]n
Γ
(n

2

) ∫ 1

0
e−

su
2 u

n
2−1du

=
1

Γ
(n

2

) ∫ s
2

0
e−tt

n
2−1dt. (4.101)

我们需要计算的是：

p = 1−P100(200) =
1

Γ(50)

∫ ∞

100
t49e−tdt =

1
Γ(50)

∫ ∞

100
e−t+49ln tdt
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被积函数随着 t 增大而迅速减少。因此我们在 t = 100附近做泰勒展开

−t +49ln t ≈−100+49ln100−0.51(t −100)

积分得到 ∫ ∞

100
t49e−tdt ≈ e−100+49ln100

∫ ∞

100
e−0.51(t−100)dt ≈ e−100+49ln100

0.51

再利用 Stirling公式，

p ≈ e−100+49ln100−(−49+49ln49)

0.51×
√

98π
≈ 1.2×10−8.

在学习本章的内容时，如果觉得 Γ函数的各种性质过于复杂而一时无法掌握，
也不要着急。在第一遍学习时先熟悉最简单的积分定义和递推公式，粗粗扫视一

遍其他的内容，在今后用到时再来回顾就可以了。

4.3 第4章习题

习题 39: 计算积分
∫ 1

0
3
√

x(1− x)dx.

习题 40: 如图，复平面上的曲线 C1 和 C2 相交于原点 (z = 0)，过原点分别作 C1 和

C2的切线，得到两切线间的夹角为 θ = π
6 . 现在用函数 esin2 z把曲线C1映射为

Figure 4.4: 40题图

D1 = {esin2 z : z ∈C1},

把曲线C2映射为

D2 = {esin2 z : z ∈C2}.

那么 D1 和 D2 显然会在复平面上相交于 z = 1。过 z = 1分别作 D1 和 D2 的切线，

这两条切线之间的夹角等于多少？
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习题 41: 在圆 |z|= 1上定义复变函数：

f (z) = f (x+ iy) =
x2 − y2 +2x−2(x+1)yi
(x2 + y2)(x2 + y2 +4x+4)

其中 x,y分别是 z的实部和虚部。计算逆时针方向沿着围道的积分∮
|z|=1

f (z)dz

习题 42: 已知 f (z)除去有限个孤立奇点之外，在全复平面上是解析函数。如果对

任意 0 < θ < 2π，都有

f (eiθ )+
e−iθ

4sin2 θ
2

= 0.

计算 f (1
2)的值。

习题 43: 方程 Γ(x) = 0.9有多少个正实数解？

习题 44: 计算 ∫ π/2

0
cos10 xdx.

习题 45: 计算积分 ∫ ∞

0
x8 sin(x10)dx

习题 46: 已知全平面上解析的函数 f 满足

f (0) = 1,

以及对任意 z，

| f (z)|> 2|z|−1.

根据这两个条件可以推理出某个区域内一定包含 f (z)的零点，并且这个区域不能

再缩小（即如果去掉任意一点，都将无法保证区域内有零点）。这个区域的面积是

多少?

习题 47: 对非负整数 n，证明 Γ(z)在孤立奇点 z =−n处的留数为 (−1)n

n! 。

习题 48: 对 x > 1以及任意实数 y证明：

|Γ(x+ iy)| ≤ Γ(x). (4.102)

习题 49: 定义 ψ(z)≡ d
dz lnΓ(z)，仿照本章例题的方法，证明 ψ ′ (1

2

)
= π2

2 。

习题 50: 定义 ψ(z)≡ d
dz lnΓ(z)，证明：

ψ
(

1
10

)
=−γ −2ln2− 5

4
ln5+

3
√

5
2

ln

√
5−1
2

− π
2

√
5+2

√
5.

. 并由此计算级数和

1− 1
10

+
1

11
− 1

20
+

1
21

− 1
30

+ . . .
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习题 51: Stirling公式的另一种推导方法：

对 p ≥ 0，定义

F(p)≡
∫ p+1

p
lnΓ(x)dx.

很容易证明
dF
d p

= ln p.

利用互余宗量关系，以及(3.47)的结论，你还能证明

F(0) =
1
2

ln(2π)

对 p积分可以得到

F(p) =
1
2

ln(2π)+ p ln p− p.

然后根据定积分的几何意义，可以近似取

ln(x!)≈ F
(

x+
1
2

)
再做适当近似后，导出 Stirling公式。

习题 52: 证明：对除了 0,−1,−2, . . .外的所有复数 z，有

Γ(z) =
∞

∑
n=0

(−1)n

n!(n+ z)
+
∫ ∞

1
tz−1e−tdt. (4.103)

习题 53: 证明：对所有复数 z，

1
Γ(z)

=
1

2πi

∫
C

ett−zdt. (4.104)

其中积分围道C如下图所示，从负实轴下方 ∞×e−iπ 出发，逆时针绕原点一周，再

从负实轴上方回到 ∞× eiπ。

Figure 4.5: 题 53图

习题 54: 证明：

|Γ(iy)|=
√

π
ysinh(πy)

, (y ̸= 0,y ∈ R). (4.105)
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以及 ∣∣∣∣Γ(1
2
+ iy

)∣∣∣∣=√ π
cosh(πy)

, (y ∈ R) (4.106)

习题 55: 估算
1016

∏
k=0

(
1+

3
4k+1

)
.

保留 2位有效数。

习题 56: 抛 6000次骰子，每个面（1，2，3，4，5，6）恰好各出现 1000次的概率

大约为多少？

习题 57: 理想气体中任取 100个分子，这 100个分子的方均根速率超过所有分子

的方均根速率的 2倍的概率大概是多大？

习题 58: 定义 ψ(z)≡ d
dz lnΓ(z)，请计算级数和

∞

∑
n=1

[
ψ(n)− lnn+

1
2n

]
.

习题 59: 黎曼 ζ 函数在 Rez > 1处定义为：

ζ (z)≡
∞

∑
n=1

1
nz , Rez > 1. (4.107)

在 |z−1|< 1内有展开式

lnΓ(z) =−γ(z−1)+
∞

∑
n=2

(−1)n ζ (n)
n

(z−1)n. (4.108)

习题 60: 黎曼 ζ 函数在 Rez > 1处由 (4.107)定义。证明，它可以解析延拓到除了

z = 1以外的全复平面。且满足：

ζ (z) = 2zπz−1 sin
πz
2

Γ(1− z)ζ (1− z). (4.109)

提示：对 Rez > 1证明

π−z/2ζ (z)Γ(
z
2
) =− 1

z(1− z)
+
∫ ∞

1

(
t−

z+1
2 + t

z−2
2

)( ∞

∑
n=1

e−n2πt

)
dt.

然后解析延拓上式。另外，上式右边显然满足 z ↔ 1− z的对称性。

题外故事：从(4.109)可以算出 ζ (−1) = − 1
12。在有些科普读物中，会把这个结果

（按照(4.107)）解读为：所有自然数的和为 − 1
12。这种解读虽然不正确，但确实很

有趣。

习题 61: 黎曼 ζ 函数在 Rez > 1处由 (4.107)定义，它可以解析延拓到除了 z = 1以

外的全复平面。
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(1) 计算 ζ (z)在 z = 1处的留数。

(2) 证明：−2,−4,−6,−8, . . .都是 ζ (z)的零点，且除了这些零点之外，ζ (z)的其
他零点的实部一定在区间 [0,1]内。

题外故事：黎曼猜想 ζ (z)的其他零点的实部一定是 1
2，但他没能给出证明。这就

是数学中最为著名的，两百年来无人能解的难题——黎曼假设。
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内容概要

物理中常用的 δ 函数是无限短时间内的单位脉冲的意思。
用离散的观点来看待函数，可以把变分法、积分变换这些比较抽象的概念和

我们熟悉的多元微积分和线性代数对应起来。

傅立叶变换是一个酉变换（复矢量的旋转），因此具有保内积的特点。利用酉

变换的逆变换可以直接写出傅立叶变换的逆变换公式。δ 函数的傅立叶变换是常
数函数，把它再逆变换就可以得到物理中常用的 δ 函数积分表示。

拉普拉斯变换可以把初条件自然地融入到求解微分方程的中间步骤中，所以

一般会比求（复杂的）通解再用初始条件确定（可能简单的多的)特解的过程简便

很多。





5.狄拉克 delta函数

5.1 狄拉克 delta函数

物理里有很多“无穷大 ×无穷小 =有限”的模型。例如

• 瞬时冲量：力无限大，作用时间无穷短，但两者的乘积（冲量）是有限的。
• 质点：质量密度无穷大，体积无穷小，但两者的乘积（总质量）是有限的。
• 点电荷：电荷密度无穷大，体积无穷小，但两者的乘积（总电荷）是有限的。

在我们掌握的数学知识里，这些表述都是不合法的。物理学家狄拉克（Dirac）就

发明了 δ 函数来处理这些情况。有些文献把狄拉克 δ 函数写作 δD(x)，我们则想省

些力气，就把狄拉克 δ 函数简称为 δ 函数，并写作 δ (x)。
如图5.1所示，可以通过下面的单位脉冲函数取脉冲时间为零的极限得到 δ 函

数：

δ (x) =

{
1
ε , if − ε

2 < x < ε
2

0, else
(5.1)

其中 ε → 0+。

如果单位脉冲函数的不连续性让你有点不舒服，那么也可以考虑用高斯函数

来逼近 δ 函数：

δ (x) =
1√
2πε

e−
x2
2ε , (5.2)

其中 ε → 0+。
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Figure 5.1: 用单位脉冲函数来逼近 δ 函数

借助上述两种逼近方式的辅助，我们归纳出 δ 函数的下述抽象定义：

δ (x) =

{
0, if x ̸= 0;

+∞, if x = 0;
(5.3)

∫ ∞

−∞
δ (x)dx = 1. (5.4)

当然，(5.4)中的积分的范围可以限定在 0的任意小邻域。∫ 0+

0−
δ (x)dx = 1. (5.5)

有时候我们还会假定 δ 函数是偶函数。

δ (−x) = δ (x). (5.6)

严格来说，(5.3)和 (5.4)两式已经是 δ 函数的完整描述，δ 函数并不需要一定满足
是偶函数这个性质。额外附加它是偶函数这个条件在很多时候只是为了避免繁琐

的讨论采取的一种策略。在实际应用中，很少会出现物理问题的求解（或证明）必

须依赖于 δ 函数是偶函数这个假设的情况。例如，∫ ∞

−∞

dδ (x)
dx

dx = 0. (5.7)

你可以使用，也可以不使用 δ (x) 是偶函数这个假设，完成(5.7)的证明。所以等

式(5.7)可能有明确的物理意义。但下面的等式∫ ∞

0
δ (x)dx =

1
2

(5.8)

必须依赖于 δ 函数是偶函数这个性质，所以它的物理意义是不明确的。
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5.2 delta函数的积分性质

设 f (x)是一个在 x0处连续的函数，我们来考虑这样的一个积分：∫ ∞

−∞
f (x)δ (x− x0)dx (5.9)

因为 δ (x−x0)是 x−x0 = 0处，也就是 x = x0处的一个单位脉冲，所以 f (x)δ (x−x0)

等价于把 x = x0处的单位脉冲放大了 f (x0)倍：积分的结果应该是 f (x0)。∫ ∞

−∞
f (x)δ (x− x0)dx = f (x0). (5.10)

你应该不会为 f (x)在其他地方的取值毫无贡献而感到惊讶，因为 δ (x−x0)在 x ̸= x0

处恒为零。

在有些情况下，你还可以在积分中使用 δ 函数的导函数。诀窍就是用分部积
分转化为仅含 δ 函数的积分。例如，设 f (x)是在 x0处可导且导函数连续的函数。∫ ∞

−∞
f (x)δ ′(x−x0)dx = f (x)δ (x−x0)|∞−∞−

∫ ∞

−∞
δ (x−x0) f ′(x)dx =− f ′(x0). (5.11)

迄今为止一切看起来索然无味。不过，需要警告的是，δ 函数的导函数是一个比较
危险的符号，使用时需要谨慎。为了说明问题，我们来玩一个小小的把戏——证明

一个错误的命题：δ (x)≡ 0。

第一种（错误）证明：因为 δ (x) 是偶函数，所以 δ ′(0) = 0。又因为在 x ̸= 0

处 δ (x) 恒为零，所以 δ ′(x) = 0 对所有实数 x 成立。因此，对任意实数 x，都有

δ (x) = δ (1)+
∫ x

1 δ ′(x)dx = 0+0 = 0。

第二种（错误）证明：令公式(5.11)中的 f (x)= δ (x)，x0 = 0，就有
∫ ∞
−∞ δ (x)δ ′(x)dx=

−δ ′(0)。另外，通过直接求原函数
∫ ∞
−∞ δ (x)δ ′(x)dx = 1

2 [δ (x)]
2|∞−∞ = 0。所以我们证

明了 δ ′(0) = 0。又因为在 x ̸= 0处 δ (x)恒为零，所以 δ ′(x) = 0对所有实数 x成立。

因此，对任意实数 x，都有 δ (x) = δ (1)+
∫ x

1 δ ′(x)dx = 0+0 = 0。

借助(5.2)的帮助，你也许可以搞清上述“证明”的问题在哪里。不过，我不准

备在这个问题上纠结多久，因为我还没有遇到过一个物理问题一定需要 δ 函数的
导函数才能解决——我决定尽量不主动去招惹这个家伙。

例题 26: 证明 4.2.2节介绍的 n维限和积分公式 (4.31)。

证明：用归纳法，n = 1时命题显然成立。假设命题对 n−1成立，考虑积分

J =
∫

Ωn

xα1−1
1 xα2−1

2 . . .xαn−1
n δ (x1 + x2 + . . .+ xn −1)dx1dx2 . . .dxn. (5.12)

先对 xn积分，得到

J =
∫

Ωn−1

xα1−1
1 xα2−1

2 . . .xαn−1−1
n−1 (1−x1−x2− . . .−xn−1)

αn−1dx1dx2 . . .dxn−1. (5.13)
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利用对 n−1的归纳假设，以及 B函数和 Γ函数的关系，得到

J =
Γ(α1)Γ(α2) . . .Γ(αn−1)

Γ(α1 +α2 + . . .+αn−1)

∫ 1

0
(1− t)αn−1tα1+α2+...+αn−1−1dt

=
Γ(α1)Γ(α2) . . .Γ(αn−1)

Γ(α1 +α2 + . . .+αn−1)

Γ(αn)Γ(α1 +α2 + . . .+αn−1)

Γ(α1 +α2 + . . .+αn−1 +αn)

=
Γ(α1)Γ(α2) . . .Γ(αn)

Γ(α1 +α2 + . . .+αn)
(5.14)

然后对任意 0 < u < 1，考虑积分

I(u) =
∫

Ωn

xα1−1
1 xα2−1

2 . . .xαn−1
n δ (x1 + x2 + . . .+ xn −u)dx1dx2 . . .dxn. (5.15)

做变量替换 xi = uyi，并利用前面得到 J的积分结果(5.14)，就得到

I(u) = uα1+α2+...+αn−1
∫

Ωn

yα1−1
1 yα2−1

2 . . .yαn−1
n δ (y1 + y2 + . . .+ yn −1)dy1dy2 . . .dyn

= uα1+α2+...+αn−1 Γ(α1)Γ(α2) . . .Γ(αn)

Γ(α1 +α2 + . . .+αn)
(5.16)

最后，分别利用(5.15)和(5.16)可以看出所要求证的等式左右两边都等于∫ 1

0
I(u) f (u)du (5.17)

于是证毕。

5.3 高维空间的 delta函数

在 n维欧氏空间中，可以定义 δ (n)(x)，它既可以理解为

δ (n)(x) = δ (x1)δ (x2) . . .δ (xn) (5.18)

其中 (x1,x2, . . . ,xn)是 x的直角坐标分量，也可以直接抽象地理解为在原点附近体
积为 ε → 0+的邻域内，函数值为 1

ε → ∞，而在其余位置函数值均为零的函数。
和一维空间类似，如果 f (x)在 x0附近连续，则有下述积分公式：∫

δ (n)(x−x0) f (x)dnx = f (x0), (5.19)

这里的
∫

dnx是 n重积分
∫ ∞
−∞ dx1

∫ ∞
−∞ dx2 . . .

∫ ∞
−∞ dxn，也就是 n维空间的全空间体积

分的简写，物理文献中经常碰到这种写法。

例如，三维空间某点 x0处的点电荷的电荷密度可以写成

ρ(x) = Qδ (3)(x−x0). (5.20)

根据(5.19)，对全空间电荷密度积分，显然会得到点电荷的电量 Q。
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5.4 δ 复合函数

在物理课程中，我们还会接触到很多形如 δ ( f (x))的函数（例如 δ (x2 − a2)）。

这些函数其实和我们熟悉的 δ 函数并无本质差别。
δ 函数在其宗量 f (x)为零时产生一个脉冲。所以 δ ( f (x))是在 f 的零点处的

脉冲的组合。下面的定理给出了这些脉冲的大小。

δ 复合函数的等价表示: 对可导函数 f (x)，有：

δ ( f (x)) = ∑
µ: f (µ)=0

δ (x−µ)
| f ′(µ)|

. (5.21)

也就是说，可以把 δ ( f (x))看成在 f 的所有实数零点处的脉冲，每个脉冲的大
小（即函数曲线下面包含的面积）是在该点的 f 的导数的绝对值的倒数。如果出现
重根的情况，也就是出现 f (µ) = f ′(µ) = 0的情况，那么 f (δ (x))在 x = µ 出现无
穷大脉冲，通常就没有对应的物理意义。

为什么脉冲的大小在每个零点 µ 处被缩小了 | f ′(µ)| 倍呢？这是因为在 µ 附
近，按照 δ 函数的定义，如果以 f 为横轴，δ ( f )为纵轴画函数图像，则图像下面

包围面积为 1。但是现在我们其实是以 x为横轴，δ ( f )为纵轴在画图，图像下面的

面积就是
∣∣∣ dx

d f

∣∣∣
x=µ

= 1
| f ′(µ)|。

例题 27: 设 a > 0，k为实数，计算∫ ∞

−∞
δ (x2 −a2)eikxdx.

解答：根据(5.21)，

δ
(
x2 −a2)= δ (x+a)

2a
+

δ (x−a)
2a

. (5.22)

所以 ∫ ∞

−∞
δ (x2 −a2)eikxdx =

eika + e−ika

2a
=

cos(ak)
a

. (5.23)

5.5 第5章习题

习题 62: 计算积分 ∫ ∞

−∞
xsin

(πx
2

)
δ (x−1)dx.
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习题 63: 计算 x-y平面上的全平面积分∫∫
cos(2x+ y)δ (2)(x,y)dxdy.

习题 64: 计算积分 ∫ 1

−1
δ ′(x)sinxdx.

习题 65: 计算积分 ∫ ∞

0
δ
(
x2 −1

)
exdx.

习题 66: 计算积分 ∫ ∞

−∞
δ (sinx)e−|x|dx.

习题 67: 计算积分 ∫ ∞

1
δ
(
x2 sinx

)
dx.

习题 68: 计算积分 ∫ ∞

−∞
δ
(

1
Γ(x)

)
dx.

习题 69: 计算二维直角坐标系的全平面积分：∫∫ x2δ
(
x2 + y2 −1

)
x2 + y2 +2

dxdy.

习题 70: 计算二维直角坐标系的全平面积分：∫∫ δ
(
x2 − y

)
y3 +1

dxdy.

习题 71: 计算二维直角坐标系的全平面积分：∫∫
δ
(
y3 − cosh3 x

)
dxdy.



6.傅立叶变换

6.1 复矩阵简介

我们先来学习一下复矩阵，也就是以复数为元素的矩阵的一些简单知识。如

果你已经熟悉相关的知识，可以直接跳过本节。

把一个复矩阵 A每个元素都取共轭，然后再把整个矩阵取转置，就得到 A的

共轭转置矩阵，简单记作 A†。当然，你也可以先转置，再取共轭。

A† ≡ (A∗)T = (AT )∗ (6.1)

例如

A =

(
1+ i 2+ i i

3− i −4−2i 0

)
(6.2)

取共轭转置后为

A† =


1− i 3+ i

2− i −4+2i

−i 0

 (6.3)

容易证明，乘积的共轭转置等于共轭转置的倒序乘积

(AB)† = B†A†, (6.4)

(ABC)† = C†B†A†, (6.5)

. . . (6.6)
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另外，共轭转置矩阵的行列式是原矩阵的行列式的共轭

det
(

A†
)
= (detA)∗. (6.7)

复向量（看成 n× 1复元素矩阵）u,v的内积定义为 u†v。它一般不等于 v†u。
所以，复向量内积只有当内积为实数时才满足交换律。

复向量的模定义为它和自己的内积的平方根 ∥u∥ ≡
√

u†u（即它的每个分量的
模的平方和再开平方根）。如果一个向量的所有元素为零，则称它为零向量。容易

证明：非零向量的模一定大于零。另外，如果两个向量内积为零，则说它们正交。

如果一个方阵和自己的共轭转置互逆 (AA† = A†A = I)，就称它为酉 (Unitary)

矩阵。n×n的酉矩阵的所有列（或行）构成 n维复空间的一组完备的正交归一化

的基。反过来，如果有 n维复空间的一组完备的正交归一化的基，以它们为列（或

行）可以得到一个酉矩阵。

对酉矩阵U，

|detU |2 = det(U†)det(U) = det(U†U) = 1. (6.8)

所以 detU 是模为 1的复数。

酉矩阵可以看成复向量空间的旋转操作，具有保内积不变的特点：

(Ux)†(Uy) = x†U†Uy = x†y. (6.9)

特别地，当酉矩阵 U 作用到一个复向量上 x时，复向量的模不变。这符合我们对
“旋转”的直观理解。

如果一个方阵的共轭转置等于自身 (A† = A)，就称它为厄米 (Hermitian)矩阵。

例如

A =

(
1 2+ i

2− i −4

)
(6.10)

就是厄米矩阵。

设 A是 n×n厄米矩阵，通过求解方程

det(λ I −A) = 0, (6.11)

可以得到 n个本征值（m重根视为 m个），这些本征值一定是实数。这是因为如果

存在非零向量 x使得 Ax = λx，则 λx†x = x†Ax = (Ax)†x = λ ∗x†x。

只出现 m = 1 次的本征值对应的本征矢方向确定（但允许乘 −1)，且和其他

本征值的本征矢都正交。这是因为对两个本征值 λ1 ̸= λ2（按前面讨论结果，它们

都是实数），存在非零向量 x1,x2 使得 Ax1 = λ1x1，Ax2 = λ2x2，于是有 λ1x†
1x2 =

(Ax1)
†x2 = x†

1Ax2 = λ2x†
1x2，即 x†

1x2 = 0。
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重复 m > 1次的本征值的所有本征矢构成（和其他本征值的本征矢都正交的）

m维线性子空间。可以取一组正交基，人为地使这些本征矢也两两正交；这样的取

法当然有无穷多种。

根据前述讨论，对厄米矩阵 A总是可以取一组正交归一化的本征矢，令它们

为列向量就得到一个酉矩阵 U。容易根据本征矢的定义直接验证 U†AU 是一个以

A的所有本征值为对角元的对角矩阵。

一般地，对一个方阵 S，如果存在一个酉矩阵U 使得U†SU 是对角矩阵，则称

S可以酉对角化。在矩阵论中有一个深奥的定理：一个矩阵 S可以酉对角化的充分

必要条件是它和自己的共轭矩阵对易 (也就是 SS† = S†S)——这样的矩阵叫正规矩

阵 (Normal Matrix)。显然，酉矩阵和厄米矩阵都是正规矩阵，所以都能酉对角化。

好了，我们纸上谈兵了这么多，却连一个具体的酉矩阵都没给出过。别急，我

马上就给出一个看上去不那么平凡的例子。

设 a,b为给定的实常数，定义一个 N ×N 的方阵 E：它的第 m行第 n列元素

为

Emn =
1√
N

e−
2π(m−a)(n−b)i

N . (6.12)

容易直接验证(
E†E

)
mn

=
N

∑
l=1

E∗
lmEln

=
1
N

N

∑
l=1

e
2π(l−a)(m−b)i

N − 2π(l−a)(n−b)i
N

=
1
N

N

∑
l=1

e
2π(l−a)(m−n)i

N

=
q−a

N

N

∑
l=1

ql. (6.13)

这里的 q ≡ e
2π(m−n)i

N 。如果 m = n，也就是 q = 1，显然上式结果为 1。否则，若 m ̸= n，

也就是 q ̸= 1，则根据等比数列求和公式，以及 qN = e2π(m−n)i = 1，即有

N

∑
l=1

ql =
q

1−q
(1−qN) = 0. (6.14)

也就是说
(
E†E

)
mn = δmn，即 E†E = I。这说明 E 是一个酉矩阵。

6.2 函数的离散表示

假设一个限定自变量为实数（但函数值可以有虚部）的函数 f (x) 在 x → ±∞
时趋向于零，那么我们可以忽略 f (x)在很远处的值，只在一段长度为 L（L巨大）
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的区间上考虑 f (x)的值。此外，我们还假设 f (x)只含有限个间断点，因此可以用

有限多的取样来近似描述 f (x)。我们记每一小段长度 dx = L
N，这里 N 是把区间划

分的段数。注意这里的 dx是个物理概念，和微积分里的微分概念有所不同。

把 f 在每小段内取值为：

f (x1), f (x2), f (x3), . . . , f (xN). (6.15)

这里的 x j = ( j− a)dx （ j = 1,2, . . . ,N；a 是固定的实数，−adx 是区间起点），如

图 6.1所示。

Figure 6.1: f (x)的离散化（近似）表示

假设你不太关心 f (x)在每一小段里面的细节， f (x1), f (x2), f (x3), . . . , f (xN)这

N个数就完整地描述了 f (x)。也就是说：我们可以把一个函数 f (x)看成以 x为下标

的矢量。不过，如果直接拿


f (x1)

f (x2)

. . .

f (xN)

来作为函数 f (x)对应的矢量，会有些问题：当

我们把区间划分得越来越细（N → ∞,dx → 0+）时，这个矢量的长度
√

∑N
m=1| f (xm)|2

是发散的。因此，我们使用
f (x1)

√
dx

f (x2)
√

dx

. . .

f (xN)
√

dx

 (6.16)

来作为函数 f (x)对应的矢量。这样， f (x)对应的矢量的长度（记作 ∥ f∥）满足：

∥ f∥2 =
N

∑
m=1

| f (xm)|2dx →
∫

| f (x)|2dx. (6.17)

这里的箭头表示当 N → ∞，即坐标轴划分无限精细时，表达式趋向的极限。
复矢量的内积的概念也可以应用到这里来，两个函数 f1(x), f2(x)的内积为：

N

∑
m=1

f ∗1 (xm) f2(xm)dx →
∫

f ∗1 (x) f2(x)dx. (6.18)
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我们还可以引入一个“对偶坐标”k，并把 k的函数 g(k)都看成矢量
g(k1)

√
dk,

g(k2)
√

dk,

. . . ,

g(kN)
√

dk

 , (6.19)

这里 k j = ( j−b)dk（ j = 1,2, . . . ,N，b是固定实数，−bdk是 k空间的区间起点）。

迄今为止，我们只是形式地引入了一个对偶坐标 k，并没有指明它和原来的 x

空间有什么关系。我们采取如下的约定

dxdk =
2π
N

, (6.20)

或者等价地

dk =
2π
L
, (6.21)

就会在 k和 x之间建立比较简洁的物理联系。例如 x如果代表时间，那么约定(6.20)会

导致 k 是圆频率。你可能已经学过傅立叶级数或者三角级数，知道周期为 L的函

数可以用圆频率为 2π
L 的整数倍的信号的线性组合。这就是 (6.21)的物理来源。你

也可以这样理解，严格的单频波都是要测量无穷多次振动才能确定，实际测量的

振动次数当然是有限的（也就是 f (x)定义范围的长度是有限的 L)，这样我们对每

个振动信号频率的测量就会有误差：显然 L越大，误差越小——这是 (6.21)另一种

解读。

现在，x坐标和 k坐标由 (6.20)联系了起来。可以看出，x和 k的量纲互为倒

数（例如时间和频率，长度和波数）。我们建立对偶空间的真正意图是在 x空间的

函数和 k空间的函数之间建立联系，把有些在 x空间比较难以研究的函数转化到 k

空间进行研究。如果默认函数都是分段连续且在无穷远处可以忽略，那么 x空间的

函数 f (x)都可以看作如(6.16)的矢量；k 空间的函数 g(k)都可以看作如(6.19)的矢

量。

二元函数 h(k,x)可以看成一个矩阵，它的第m行 n列的矩阵元是 h(km,xn)
√

dkdx。

如果用 h对应的矩阵去乘以 f 对应的矢量，就得到：

∑
x

(
h(k,x)

√
dkdx

)(
f (x)

√
dx
)
=

(∫
h(k,x) f (x)dx

)√
dk. (6.22)

这实际上给出了一个 k空间的函数

g(k) =
∫

h(k,x) f (x)dx (6.23)

所对应的矢量。
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我们把(6.23)叫做一个从 x空间的函数到 k空间的函数的“变换”，这个变换依

赖的二元函数 h(k,x)叫做变换的“核”。

同样地，k空间的函数 g(k)可以通过另一个核 H(x,k)“逆变换”回 f (x)，

f (x) =
∫

H(k,x)g(k)dk (6.24)

容易看出来，上述逆变换能够成立的充分必要条件是 h(k,x)对应的矩阵和 H(k,x)

对应的矩阵互为逆矩阵。

6.3 傅立叶变换

我们无法列举所有可能的核，也没有必要这么做。我们比较感兴趣的是一些

比较特殊的核。例如，我们来考虑这样一个核 e−ikx
√

2π。按照约定(6.20)，核 e−ikx
√

2π 对应

的矩阵的第 m行第 n列元素为：

e−ikmxn

√
2π

√
dxdk =

e−ikmxn

√
2π

√
2π
N

=
1√
N

e−ikmxn . (6.25)

由于 k轴和 x轴都做了均匀划分，km = (m−b)dk,xn = (n−a)dx。那么核 e−ikx
√

2π 对应

的矩阵其实就是上一节讨论的(6.12)中的酉矩阵 E。

你可以进行一次完全类似地推导,得出核 eikx
√

2π 对应的矩阵是 E†。

既然核 e−ikx
√

2π 对应的矩阵是酉矩阵，那么由它定义的变换

f̃ (k)≡ 1√
2π

∫ ∞

−∞
f (x)e−ikxdx (6.26)

是个复向量空间的旋转。变换(6.26)实际上就是物理中最常用的傅立叶变换 (Fourier

Transformation)。

既然傅立叶变换是由(6.12)中的酉矩阵 E 给出的向量旋转。那么我们可以用其

逆矩阵 E†对应的核 eikx
√

2π 来进行还原：

f (x) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f̃ (k)eikxdk. (6.27)

上式给出了傅立叶变换的逆变换。

我们来考虑一个特殊的函数 δ (x)的傅立叶变换。按照定义 (6.26)以及积分公

式 (5.4)，可以直接得到 δ (x)的傅立叶变换是个常数函数 δ̃ (k) = 1√
2π。然后我们对

其进行傅立叶逆变换，就得到了

δ 函数的积分表示:

δ (x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eikxdk. (6.28)
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Table 6.1: 由 (6.26)定义的傅立叶变换的一些结果。由于源和像都是取值为实数的

偶函数，所有结果的源、像都可以互换。表中 γ = 0.5772 . . .是欧拉常数。

源 像

e−x2/2 e−k2/2

sinx
x f (k) =


√

π
2 , −1 ≤ k ≤ 1

0, else

sin2 x
x2 f (k) =


√

π
2

(
1− |k|

2

)
, −2 ≤ k ≤ 2

0, else
1

a2+x2，参数 a > 0
√

π
2

e−a|k|

a
1

cosh(ax)，参数 a > 0
√

π
2

1
a cosh πk

2a
x

sinh(ax)，参数 a > 0
√

π
2

π
a2(1+cosh πk

a )
1√
|x|

1√
|k|

|x|α ,参数 α ∈ (−1,0) −
√

2
π

sin πα
2 Γ(α+1)
|k|α+1

ln |x| −
√

π
2

1
|k| −

√
2πγδ (k)

如果你是物理专业的学生，请重视(6.28)这个结果。你今后会在《电动力学》、《量

子场论》等课程中不断地遇见它。

另外，由于傅立叶变换本质是复向量空间的旋转，它具有保内积不变的特点

（内积由(6.18)给出），也就是：∫ ∞

−∞
f ∗(x)g(x)dx =

∫ ∞

−∞
f̃ ∗(k)g̃(k)dk. (6.29)

特别地，当 f = g时，∫ ∞

−∞
| f (x)|2dx =

∫ ∞

−∞
| f̃ (k)|2dk. (6.30)

容易根据定义验证，取值为实数的偶函数的傅立叶变换也是取值为实数的偶

函数。在这种情况下，源和像可以互换（同时把宗量 x和 k互换）。在表6.1中我给

出了一些例子。

6.4 高维空间的傅立叶变换

n维空间的函数 f (x)（这里 x = (x1,x2, . . . ,xn)）的傅立叶变换可以看成依次对

分量 x1,x2, . . . ,xn进行傅立叶变换：

f̃ (k1,k2, . . . ,kn)≡
1

(2π)n/2

∫ ∫
. . .
∫

f (x1,x2, . . . ,xn)e−i(k1x1+k2x2+...+knxn)dx1dx2 . . .dxn.
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(6.31)

不过，我们通常用矢量的观点来描述：

f̃ (k)≡ 1
(2π)n/2

∫
f (x)e−ik·x dnx. (6.32)

这里的
∫

dnx表示对 n维全空间的体积分。

傅立叶逆变换仍然可以简洁地写成：

f (x) =
1

(2π)n/2

∫
f̃ (k)eik·x dnk. (6.33)

对高维空间的 δ (n)(x)函数进行傅立叶变换再进行傅立叶逆变换，就可以得到：

n维 δ 函数的积分表示:

δ (n)(x) =
1

(2π)n

∫
eik·xdnk. (6.34)

我忍不住要再唠叨一句，(6.34)这个公式很重要。

保内积性质对 n维空间傅立叶变换仍然成立：∫
f ∗(x)g(x)dnx =

∫
f̃ ∗(k)g̃(k)dnk. (6.35)

特别地，当 f = g时，∫
| f (x)|2dnx =

∫
| f̃ (k)|2dnk. (6.36)

6.5 傅立叶空间的物理公式

对傅立叶逆变换式

f (x) =
1

(2π)n/2

∫
f̃ (k)eik·xdnk.

两边作用 ∂ j

∂ j f (x) =
1

(2π)n/2

∫
(ik j f̃ (k))eik·xdnk.

当 j取遍 1,2, . . . ,n，上式可以写成矢量形式：

∇̃ f = ik f̃ . (6.37)

或者更简洁地写成：

∇̃ = ik. (6.38)



6.6 卷积定理 103

上式(6.38)的意思是：在位置空间的梯度算符等价于傅立叶空间的数乘因子 ik。这
句很抽象的话具体是想表达什么呢？

由于傅立叶变换是可逆的，所以 f (x)和 f̃ (k)其实包含了相同的信息。在物理
中，我们把 f (x)和 f̃ (k)看成同一个物理对象的不同的数学形式。物理学家甚至经
常都不区分函数的符号，直接写 f (x)和 f (k)，并根据上下文来确定 f 的含义。这

乍听有些过于随意的做法其实并不会引起混乱，相反，在我的眼里，反而使得物理

内容的表述更加简洁了——毕竟谁都不太会喜欢阅读到处都是弯帽子符号的段落。

下面我用一个具体的例子来说明物理学家的这种习惯是什么意思：

在静电学中，电场 E(x)和电势 ϕ(x)之间的关系为：

E =−∇ϕ . (6.39)

我们也可以把电势傅立叶变换为 ϕ(k)。注意当我决定使用相同的符号 ϕ 来表示位
置空间和傅立叶空间的电势时，ϕ(·) 这个符号不再是数学中的一个固定的映射规
则的意思——它的意思是：电势作为 . . .的函数。同样，我可以把电场 E(x)的三个
分量 E1(x),E2(x),E3(x)都进行傅立叶变换，得到 E1(k),E2(k),E3(k)，也就是 E(k)。
根据 (6.38)，在傅立叶空间（也就是 k空间），电势和电场的关系就成为：

E =−ikϕ . (6.40)

显然(6.40)比(6.39)更简单（乘法总比微分简单些吧）。

同样得，我们可以在傅立叶空间写出电势 ϕ 和电荷密度 ρ 的微分关系：

k2ϕ =
ρ
ε0
. (6.41)

相比于位置空间的泊松方程 ∇2ϕ =− ρ
ε0
，显然傅立叶空间的方程(6.41)简单得多。

很大程度上讲，我们引入傅立叶变换就是因为线性的物理理论在傅立叶空间

的表述往往比较简单。

6.6 卷积定理

在上一节中，我们看到，位置空间的微分可以转化为傅立叶空间的数乘，从而

达到简化问题的目的。积分则通常要复杂得多，傅立叶变换一般无法起到简化作

用。不过——有一类特殊的积分例外，那就是卷积。

两个函数 f (x)和 g(x)的卷积定义为

( f ⋆g)(x)≡ 1
(2π)n/2

∫
f (y)g(x−y)dny. (6.42)

显然，卷积满足交换律： f ⋆g = g⋆ f。
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卷积(6.42)通常用来作图像平滑等。比如在最简单的情况下，你可以取

g(x) =

{
(2π)n/2

Vn
, if |x|< R

0, else
(6.43)

这里 Vn =
πn/2Rn

( n
2)!
是半径为 R的 n维球的体积。这时，

( f ⋆g)(x)≡ 1
Vn

∫
|y−x|<R

f (y)dny. (6.44)

也就是说，我们把 f (x)通过和 g卷积，得到了在以 x为球心，R为半径的球内的

f 的平均值。

一般的图像平滑不会使用(6.43)那样的权重函数（称为“卷积核”）来对邻近的

像素取平均，而会使用比较平滑的权重函数（如高斯函数）。

乍看起来，卷积是比较费时的操作，因为对每个 x你都要计算一个积分。对分
辨率比较高的图，你就要计算几亿甚至更多次积分才能把图像平滑掉。实际的图

像处理软件并不会这样蛮干，而是使用傅立叶变换——因为傅立叶变换可以把问

题简化为仅需两次积分的操作。为了说明其中的原理，我们需要下面的卷积定理。

卷积定理: 设 f ,g的傅立叶变换依次为 f̃ , g̃，则 f ⋆g的傅立叶变换为 f̃ g̃，即

卷积的傅立叶变换等于傅立叶变换的乘积。

证明：直接对(6.42)中的 ( f ⋆g)(x)作傅立叶变换：

(̃ f ⋆g)(k) =
1

(2π)n

∫
e−ik·xdnx

∫
dny f (y)g(x−y) (6.45)

对固定的 y而言，变量替换 w = x−y不改变体积元（dnx → dnw），所以

(̃ f ⋆g)(k) =
1

(2π)n

∫
e−ik·(y+w)dnw

∫
dny f (y)g(w) (6.46)

=
1

(2π)n/2

∫
f (y)e−ik·ydny

1
(2π)n/2

∫
e−ik·wg(w)dnw (6.47)

= f̃ (k)g̃(k) (6.48)

如果在傅立叶空间也定义卷积：

( f̃ ⋆ g̃)(k)≡ 1
(2π)n/2

∫
f̃ (p) g̃(k−p)dnp. (6.49)

同样可以证明

f̃ g = f̃ ⋆ g̃. (6.50)
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即乘积的傅立叶变换等于傅立叶变换的卷积。

例题 28: 定义函数

f (x) =
∫ x+1

x−1
e−t2

dt

求 f (x)的傅立叶变换。

解答：所给函数是 e−t2
在 x附近的某种加权（这题里是等权）求和，所以是卷积的

形式。定义

g(x) =

{ √
2π, if −1 < x < 1

0, else
(6.51)

则 f (x)可以看成 e−x2
和 g(x)的卷积。根据卷积定理，f (x)的傅立叶变换等于 e−x2

的傅立叶变换与 g(x)的傅立叶变换的乘积。

e−x2
的傅立叶变换为：

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−x2

e−ikxdx =
e−k2/4
√

2π

∫ ∞

−∞
e−(x+ ik

2 )
2

dx =
e−k2/4
√

2

g(x)的傅立叶变换为：

1√
2π

∫ 1

−1

√
2πe−ikxdx =

e−ik − eik

−ik
=

2sink
k

所以 f (x)的傅立叶变换等于
√

2e−k2/4 sink
k 。

6.7 第6章习题

习题 72: 计算 δ (x2 −1)的傅立叶变换。

习题 73: 证明：取值为实数的偶函数 f (x)的傅立叶变换 g(k)也是取值为实数的偶

函数，且 g(x)的傅立叶变换是 f (k)（源和像可以对易）。

习题 74: 求函数 sinx
x 的傅立叶变换。

习题 75: 设
√

|x|
1+x2 的傅立叶变换为 F(k)，计算积分∫ ∞

0
F2(k)dk.

习题 76: 设对任意实数 k均有∫ ∞

−∞
f (x)e−ikxdx =

1√
1+ k2

,
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计算积分 ∫ ∞

0
[ f (x)]2 dx.

习题 77: 设 1
1+x4 的傅立叶变换为 F(k)，计算积分∫ ∞

0
F(k)dk.

习题 78: 考虑三维空间的 top-hat函数 h(x)，它是这样定义的: 如果 x在单位球内
（即 |x|< 1），则 h(x) = 1，否则 h(x) = 0。计算 h(x)的（三维）傅立叶变换。

习题 79: 定义函数

f (x) =
∫ x+1

x−1

sin t
t

dt

求 f (x)的傅立叶变换。

习题 80: 记

F(k) =
∫ ∞

−∞

cos[k(x2 −1)]
1+ x4 dx,

计算 ∫ ∞

−∞
F(k)dk.

习题 81: 计算函数
f (x) =

1√
|x|

的傅立叶变换。



7.拉普拉斯变换

7.1 拉普拉斯变换和它的反演公式

我们在前一章介绍了由 e−ikx
√

2π 这个变换核给出的傅立叶变换。傅立叶经常在无

边界的线性微分问题中有很多应用——很大程度上是因为它能把梯度算符变成数

乘因子 ik。
在空间坐标或者时间坐标有边界的、特别是半边界（例如 t ∈ [0,∞)）的情况，我

们还经常用到另一个积分变换——拉普拉斯变换。拉普拉斯变换的核是 e−pth(t)。

这里的 h(t)是单位跃阶函数，定义为：

h(t)≡

{
1 if t ≥ 0

0 else
(7.1)

它可以看作是 δ (t)的原函数。
在讨论拉普拉斯变换时，为了避免引起混淆，我们通常要把单位跃阶函数的

定义稍稍修改为：

h(t)≡

{
1 if t > 0−

0 else
(7.2)

注意上面的标注 t > 0− 和 t ≥ 0 有略微不同的物理意义。它的意思是 h(t) 当 t ∈
(−ε,∞)（ε → 0+）时取值为 1，所以∫ ∞

−∞
h(t)δ (t)dt = 1. (7.3)
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于是函数 f (t)的拉普拉斯变换等于

F(p) =
∫ ∞

−∞
f (t)h(t)e−ptdt =

∫ ∞

0−
f (t)e−ptdt. (7.4)

经过拉普拉斯变换之后，显然 f (t)在 t < 0处的取值的信息被抹去了。不过，拉普

拉斯变换通常只应用于定义在 t ∈ (0−,∞)上的函数。在这个意义下，拉普拉斯变换

是可逆的。

假设 f (t)分段连续，且随 t 的增长速度不超过指数级。那么，只要 p的实部足

够大，积分 F(p) =
∫ ∞

0− f (t)e−ptdt 绝对收敛且对 p可导。也就是说，我们可以找到

某个实数 p0，使 F(p)在满足 Re p > p0 的区域内是解析函数。于是，在拉普拉斯

变换 (7.4)中令 p = β + ik，这里的 β 是任选的满足 β > p0的常数，k是实变量。

F(β + ik) =
∫ ∞

−∞
f (t)h(t)e−β te−iktdt. (7.5)

容易看出来，F(β + ik)相当于是对
√

2π f (t)h(t)e−β t 做了傅立叶变换，于是有逆变

换：

√
2π f (t)h(t)e−β t =

1√
2π

∫ ∞

−∞
F(β + ik)eiktdk. (7.6)

也就是

f (t)h(t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
F(β + ik)e(β+ik)tdk. (7.7)

对 t > 0− 我们可以扔掉 h(t)的因子，并把 β + ik 替换回为 p，最终得到拉普拉斯

变换的反演公式：

f (t) =
1

2πi

∫ β+i∞

β−i∞
F(p)eptdp, (t > 0−). (7.8)

这里积分是沿着竖直线 Re p = β 进行的。

7.2 常见的拉普拉斯变换

说句实话，拉普拉斯变换的反演公式(7.8)并不太好用，通常需要进行一个围道

积分才能算出结果。因此除非万不得已，我不会考虑使用反演公式。我首先考虑的

是更原始，但很多时候更有效的查表的办法。

所以，让我们来制表吧！

根据定义(7.4)直接可以算出表 7.1。为了让这张表更加强大，我也把本书后面

才会介绍的贝塞尔函数 Jn 写到了这里，相关定义和证明请参考(11.18)以及(11.95)。

下面我们对表中计算比较复杂的几个例子加以说明。
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源 像 备注

δ (t) 1

1 1
p

tα Γ(α+1)
pα+1 α ̸=−1,−2,−3, . . .

cos(ωt) p
p2+ω2

sin(ωt) ω
p2+ω2

ln t − 1
p (γ + ln p)

tn

et−1

(
− d

dp

)n+1
lnΓ(p+1) 整数 n ≥ 1

1
et−1 −

1
t ln p− d

dp lnΓ(p+1)
1
t

(1
2 +

1
et−1 −

1
t

)
lnΓ(p)−

(
p− 1

2

)
ln p+ p− ln(2π)

2

Jn(t)

(√
p2+1−p

)n

√
p2+1

n为非负整数

f (at) 1
a F
( p

a

)
f (t −a)h(t −a) e−apF(p) a > 0，源平移规则

f (t)eat F(p−a) 像平移规则

tn f (t)
(
− d

dp

)n
F(p) n为非负整数

f ′(t) pF(p)− f (0−)

f ′′(t) p2F(p)− p f (0−)− f ′(0−)

f (n)(t) pnF(p)−∑n−1
k=0 pn−1−k f (k)(0−) n为非负整数∫ t

0 f (u)du F(p)
p 源的积分规则

1√
πt

∫ ∞
0 f (u)e−

u2
4t du F(

√
p)√

p 像的宗量开方规则
f (t)

t
∫ ∞

p F(s)ds 仅当 lims→∞ F(s) = 0时

a f (t)+bg(t) aF(p)+bG(p)∫ t
0 f (t − τ)g(τ)dτ F(p)G(p) 卷积定理

Table 7.1: 常见的拉普拉斯变换；表中 γ = 0.5772 . . .是欧拉常数；表中假设了 f (t)

的拉普拉斯变换为 F(p)，g(t)的拉普拉斯变换为 G(p)；a,b,ω,α 等均为常数。
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例题 29: 证明表7.1中的 ln t 的拉普拉斯变换结果。

证明：根据定义，ln t 的拉普拉斯变换为

F(p) =
∫ ∞

0
(ln t)e−ptdt. (7.9)

显然积分只对 p > 0有意义。做积分变量替换 s = pt，有

F(p) =
1
p

∫ ∞

0
(lns− ln p)e−sds =

1
p
(−γ − ln p) . (7.10)

这里我们利用了(4.39)的结论 Γ′(1)=−γ，并通过对 (4.7)求导把 Γ′(1)写成
∫ ∞

0 (lns)e−sds.

例题 30: 证明表7.1中的像的宗量开方规则。

证明：令 ζ± =
√

pt ± u
2
√

t（这里 p,u > 0）。

当 t在 (0,∞)范围内变化时，ζ+从 ∞单调减小到 w =
√

2
√

pu再单调增大至 ∞；ζ−
则从 −∞单调增大至 ∞。且

dζ± =

(√
p

2
√

t
∓ u

4t3/2

)
dt. (7.11)

把平凡的积分

1√
π

(∫ w

∞
+
∫ ∞

w

)
e−ζ 2

+dζ+ = 0, (7.12)

写成 t 的积分，就有

1√
π

∫ ∞

0
e−
(√

pt+ u
2
√

t

)2(√
p

2
√

t
− u

4t3/2

)
dt = 0. (7.13)

再把我们熟知的高斯积分

1√
π

∫ ∞

−∞
e−ζ 2

−dζ− = 1, (7.14)

写成 t 变量的积分，就有

1√
π

∫ ∞

0
e−
(√

pt− u
2
√

t

)2(√
p

2
√

t
+

u
4t3/2

)
dt = 1. (7.15)

把(7.13)乘以 e2u
√

p，再和 (7.15)相加，就有

1√
π

∫ ∞

0
e−
(√

pt− u
2
√

t

)2 √p
√

t
dt = 1. (7.16)
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两边乘以 f (u)e−
√

pu并对 u在 (0,∞)内积分，有∫ ∞

0
f (u)du

1√
π

∫ ∞

0
e−pt− u2

4t

√
p

√
t

dt = F(
√

p). (7.17)

左边交换积分次序，然后两边同除以 √
p即得∫ ∞

0
e−ptdt

[
1√
πt

∫ ∞

0
f (u)e−

u2
4t du

]
=

F(
√

p)
√

p
. (7.18)

证毕（抹把头上的汗）。

7.3 拉普拉斯变换的应用

我们来举些例子说明如何用查表的方法求拉普拉斯变换的变换和逆变换。

例题 31: 计算 f (t) = te−t 的拉普拉斯变换。

解答：t 的拉普拉斯变换是 Γ(2)
p2 = 1

p2，所以 f (t)的拉普拉斯变换是 1
(p+1)2。

例题 32: 计算 sin t
t 的拉普拉斯变换，并用结果计算

∫ ∞
0

sin t
t dt。

解答：sin t 的拉普拉斯变换为 1
p2+1，所以

sin t
t 的拉普拉斯变换等于：∫ ∞

p

1
s2 +1

ds =
π
2
− arctan p.

这说明 ∫ ∞

0

sin t
t

e−ptdt =
π
2
− arctan p.

令 p = 0得到
∫ ∞

0
sin t

t dt = π
2。

例题 33: 计算 F(p) = 1
(p2+1)2 的拉普拉斯逆变换。

解答：由 F(p) = 1
2p

(
− d

dp

)
1

p2+1，先对
1

p2+1 进行拉普拉斯逆变换得到 sin t，然后

根据像的求导规则得到
(
− d

dp

)
1

p2+1 的逆变换为 t sin t。最后根据源的积分规则得到

F(p)的逆变换为

f (t) =
1
2

∫ t

0
usinudu =

1
2
(−t cos t + sin t). (7.19)
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拉普拉斯变换对解给定初始条件的线性方程组非常有用，我们来看一个具体

的例子：

例题 34: 如图，电阻 R和电容 C 并联，再依次和电感 L以及电动势为 E 的

直流电源串联，在 t = 0时刻合上开关 K，求在 t > 0时刻电路中的电流 I(t)。

Figure 7.1: 例题 34的图

解答：设电容上积累的电荷为 Q，则由并联部分电压关系得到

I1 =
Q

CR
, I2 =

dQ
dt

. (7.20)

总电压方程为：

L
d
dt

(
Q

CR
+

dQ
dt

)
+

Q
C

= E . (7.21)

即

Q′′+
1

CR
Q′+

1
CL

Q =
E

L
. (7.22)

我们要求这个二阶常微分方程在 Q(0) = 0,Q′(0) = 0的初始条件下的解。对上式进

行拉普拉斯变换，设 Q(t)的拉普拉斯变换为 Q̃(p):[
p2Q̃− pQ(0)−Q′(0)

]
+

1
CR

[
pQ̃−Q(0)

]
+

1
CL

Q̃ =
E

Lp

利用 Q(0) = Q′(0) = 0，得到

Q̃ =
E

Lp
(

p2 + p
CR + 1

CL

)
记 I2 = Q′(t)的拉普拉斯变换为 Ĩ2，注意到 Q(0) = 0，

Ĩ2 = pQ̃−Q(0) =
E

L
(

p2 + p
CR + 1

CL

)
做因式分解 p2+ 1

CR p+ 1
CL = (p−α)(p−β )（即求出一元二次多项式的两个根 α,β )。

如果 L = 4CR2，则 α = β =− 1
2CR .

Ĩ2 =
E

L(p−α)2
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利用前面所列公式表进行反演

I2 =
E

L
teαt .

如果 L ̸= 4CR2，则

Ĩ2 =
E

L(α −β )

(
1

p−α
− 1

p−β

)
即

I2 =
E

L(α −β )

(
eαt − eβ t

)
.

最后，利用

I1 =
Q

CR
=

∫ t
0 I2(t ′)dt ′

CR

以及

I = I1 + I2

即可算出电路中的总电流 I。

7.4 第7章习题

习题 82: 计算 δ (t4 −1)的拉普拉斯变换。

习题 83: 计算 e−t sin(2t)的拉普拉斯变换。

习题 84: 计算
1

p(p2 +2p+2)

的拉普拉斯逆变换。

习题 85: 计算 p
p2+2p+4 的拉普拉斯逆变换。

习题 86: 求解方程

f ′′+3 f ′+2 f = e−t

在给定初条件

f (0) = 0, f ′(0) = 1

时的解 f (t)。

习题 87: 如图电动势为 E 的直流稳压电源和电感 L以及电阻 R串联，在 t = 0时刻

合上开关 K，求之后电路中的电流 I(t)。

习题 88: 设 f (t) = 1
cosh t 的拉普拉斯变换为 F(p)。计算极限

lim
p→∞

pF(p).
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Figure 7.2: 习题 87的图

习题 89: 已知 f 是周期为 1的实函数： f (t) = f (t +1)。记 f (t)的拉普拉斯变换为

F(p)； f 2(t)的拉普拉斯变换为 G(p)。已知 F(1) = 1，则 G(2)的最小可能值等于

多少？

习题 90: 计算 (ln t)2的拉普拉斯变换。

习题 91: 计算 1
pe−

√
p的拉普拉斯逆变换。

习题 92: 计算积分 ∫ ∞

0

xp− 1
2

(x+a)p(x+b)p dx,

这里的参数 p > 1
2 ,a > 0,b > 0。

习题 93: 计算极限：

lim
x→0+

[
1
x
+

1
2

lnx−
∫ ∞

x

dt
t (et −1)

]
.

习题 94: 用 τ(n)表示正整数 n的正约数的个数，例如 τ(1) = 1, τ(6) = 4。计算级

数和
∞

∑
n=1

τ(n)
∫ ∞

0

cos t
t +nπ

dt.
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内容概要

梯度、散度和旋度都是用不依赖于坐标系的几何语言给出定义。具体到给定

的坐标系下，这些算符会有具体的微分表达式。在局域坐标标架都是正交标架的

正交曲面坐标系里，梯度、散度和旋度都可以直接通过几何语言定义快速推演出

它们的微分表达式。

我们先学习最简单的泊松方程、热传导方程和波动方程。它们的解都可以用

谐函数来进行分解。通过熟悉几个常见坐标系里的谐函数，可以很快地写出这些

数理方程在简单区域内的解。

线性方程里的源（或者某些情况下也可以是边界条件、初始条件等）可以看成

“输入信号”。方程的解看成“输出信号”。当输入信号为 δ 函数时，产生的输出信
号称为格林函数——或者简单地讲，格林函数是线性系统对单位脉冲的响应。在

一般情况下，任意输入信号总是可以把拆分成 δ 函数的线性组合（也就是看成很
多个脉冲的组合），把这些脉冲对应的格林函数进行线性组合（通常就是格林函数

的积分）就可以得到问题的解。





8.正交曲面坐标系中的矢量分析

在本章中，我假定你已经熟悉三维空间的矢量的一些基本性质。例如两个矢

量的内积 x ·y满足交换律；外积 x×y满足反交换律：y×x =−x×y；三个矢量张
成的平行六面体的有向体积的多种写法：

x · (y×z) = z · (x×y) = y · (z×x) =−x · (z×y) =−z · (y×x) =−y · (x×z) (8.1)

等等。

对两个矢量 x,y，由于 x× y垂直于 x,y张成的平面，所以任意第三个矢量去
叉乘 x× y，又会让结果回到 x,y张成的平面上。我们预期结果可以写成 x,y的线
性组合——线性组合的系数是多少呢？

如果 z恰好和 x,y都垂直，也就是和 x×y平行，那么 z× (x×y)结果必然为
零。所以我们猜测线性组合的系数大致有 z ·x和 z ·y的形式

直接在直角坐标系中根据定义进行一番不算太复杂的计算后，可以得到

二重外积公式:

z× (x×y) = (y · z)x− (x · z)y. (8.2)

下面我们转入对坐标系和矢量微分的讨论。

8.1 极坐标

如图 8.1所示，在极坐标系中某一点 (r,θ)出发，稍微变化 r 得到的矢量和稍

微变化 θ 得到的矢量互相垂直，两个小矢量的物理长度为 dr和 rdθ。
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Figure 8.1: 极坐标里稍微变化 r得到的矢量和稍微变化 θ 得到的矢量互相垂直，两
个小矢量的物理长度为 dr和 rdθ。

如果 r坐标和 θ 坐标都发生了小的变动，根据勾股定理，位移平方是

ds2 = dr2 +(rdθ)2 = dr2 + r2dθ 2. (8.3)

如果极坐标里的曲线以 r(θ)的形式给出，曲线长度就可以写成积分：

∫
ds =

∫ √
dr2 + r2dθ 2 =

∫
dθ

√(
dr
dθ

)2

+ r2. (8.4)

如果极坐标里的曲线以 θ(r)的形式给出，则曲线长度为

∫
ds =

∫ √
dr2 + r2dθ 2 =

∫
dr

√
1+ r2

(
dθ
dr

)2

. (8.5)

我们来看一个比较有趣的例子。

例题 35: 在极坐标 (r,θ)下，“内卷”曲线

r =
1√

1+θ 2

定义在 θ ∈ [0,1000]范围内。请估算这条曲线的长度。

解答：利用 (8.4)可以得到，曲线长度为

l =
∫ 1000

0
dθ

√
θ 2

(1+θ 2)
3 +

1
1+θ 2

=
∫ 1000

0
dθ
√

1
1+θ 2

(
1+

θ 2

(1+θ 2)
2

)1/2

≈
∫ 1000

0
dθ
√

1
1+θ 2

(
1+

θ 2

2(1+θ 2)
2

)
(8.6)
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在最后一步我们利用了 θ 2

(1+θ 2)2 ≪ 1。然后，做变量替换 θ = sinh t。注意到积分上

限 θ = 1000近似对应 t ≈ ln2000。

l ≈
∫ ln2000

0

(
1+

tanh2 t
2cosh2 t

)
dt.

= ln2000+
1
6

tanh3 t|ln2000
0

≈ ln2000+
1
6
. (8.7)

在最后一步我们利用了 ln2000 ≫ 1以及当宗量远大于 1时，tanh的取值接近于 1。

用计算机可以检验，我们最后的结果精确到了三位有效数。

解决了极坐标系里的曲线长度问题，我们再来看面积的计算。面积元是由

图 8.1中的两个小矢量张成的小矩形的面积：dr · rdθ = rdrdθ。

例题 36: 计算如图 8.2所示的心型曲线包围的面积。曲线的极坐标方程为

r = 1− sinθ。

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

x

−
2

−
1

0

y

Figure 8.2: 心型曲线 r = 1− sinθ .

解答：直接对面积元积分∫ 2π

0
dθ
∫ 1−sinθ

0
rdr =

∫ 2π

0

1
2
(1− sinθ)2dθ =

3
2

π.

8.2 正交曲面坐标系

我们把极坐标系这个例子进行推广：如果在存在局域坐标轴方向 (即仅变化一

个坐标分量所得的曲线在这个点的切线方向)的任意点，局域坐标轴方向总是两两
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垂直，则称该坐标系为正交曲面坐标系。一般情况下，在三维空间的坐标系里，我
们总喜欢把坐标进行排列使得局域坐标轴方向构成右手的正交系。

任意维的直角坐标系显然都是正交曲面坐标系。极坐标系 (r,θ)也是正交曲面
坐标系（在极坐标系的原点不存在坐标轴方向，可以不计较）。下面我们介绍在物

理中应用最为广泛的几个三维空间的正交曲面坐标系。

8.2.1 柱坐标系

如图 8.3所示，在三维空间的柱坐标系 (r,θ ,z)（r ≥ 0;0 ≤ θ < 2π）是正交曲面
坐标系。变化 r产生的长度元为 dr；变化 θ 产生的长度元为 rdθ；变化 z产生的长

度元为 dz。根据三维空间的勾股定理，柱坐标系的曲线元长度就是

ds =
√

dr2 + r2dθ 2 +dz2. (8.8)

体积元则是 rdrdθdz。

Figure 8.3: 柱坐标系 (r,θ ,z)正交曲面坐标系：(r,θ)是点在 x-y平面上的投影的极

坐标。

例题 37: 在柱坐标系 (r,θ ,z)的锥型螺旋线段由方程

r = 2
√

2z; θ =
z

2
√

2
; 0 ≤ z ≤ 4

描述。计算该曲线段的长度。

解答：直接对长度元 ds =
√

dr2 + r2dθ 2 +dz2 =
√

z2 +9dz积分，曲线段长度为

L =
∫ 4

0

√
z2 +9dz. (8.9)



8.2 正交曲面坐标系 123

做变量替换 z = 3sinh t，则 dz = 3cosh tdt，t = ln(sinh t + cosh t) = ln z+
√

z2+9
3 。所以

L = 9
∫ ln3

0
cosh2 tdt

=
9
2

∫ ln3

0
[1+ cosh(2t)]dt

=
9
2

[
t +

1
2

sinh(2t)
]∣∣∣∣ln3

0

=
9
2
[t + sinh t cosh t]

∣∣∣∣
t=ln3

=
9
2

[
ln3+

20
9

]
= 10+

9
2

ln3. (8.10)

例题 38:在柱坐标系 (r,θ ,z)中参数方程 r = e−|z|给出的曲面包围的体积是多

少？

解答：对体积元积分

V =
∫ ∞

−∞
dz
∫ e−|z|

0
rdr

∫ 2π

0
dθ

= 2π
∫ ∞

−∞
dz
∫ e−|z|

0
rdr

= π
∫ ∞

−∞
dze−2|z|

= 2π
∫ ∞

0
dze−2z

= π (8.11)

8.2.2 球坐标系

如图 8.4所示，在三维空间的球坐标系 (r,θ ,ϕ)（r ≥ 0,0 ≤ θ ≤ π,0 ≤ ϕ < 2π）
也是正交曲面坐标系。变化 r产生的长度元为 dr；变化 θ 产生的长度元为 rdθ；变
化 ϕ 产生的长度元为 r sinθdϕ。你可以想象半径为 r的地球上的一个点，改变 r相

当于垂直于地面升上 dr；改变 θ 相当于沿着经线圈向着南行走 rdθ（因为经线总
是大圆，半径为 r）；改变 ϕ 相当于沿着纬线圈往东行走 r sinθdϕ（因为纬线圈的
半径是 r sinθ）。这三个方向（竖直上升，往南，往东）显然构成右手正交系。



124 Chapter 8.正交曲面坐标系中的矢量分析

Figure 8.4: 球坐标系 (r,θ ,ϕ)是正交曲面坐标系：r是点到原点的距离；θ 是原点到
点的矢量和 z轴正向的夹角；ϕ 是点在 x-y平面上的投影和 x轴正向的夹角。

球坐标系的长度元

ds =
√

dr2 + r2dθ 2 + r2 sin2 θdϕ 2. (8.12)

体积元为 r2 sinθdrdθdϕ。

例题 39: 在球坐标系 (r,θ ,ϕ) 中参数方程 r = 2+ sinθ cosϕ 给出的曲面包围
的体积是多少？

解答：对体积元进行积分

V =
∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ
∫ 2+sinθ cosϕ

0
r2dr

=
1
3

∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ(2+ sinθ cosϕ)3

=
1
3

∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ(8+6sin2 θ cos2 ϕ)

=
2π
3

∫ π

0
sinθ(8+3sin2 θ)dθ

=
2π
3

∫ 1

−1
(11−3cos2 θ)d(cosθ)

=
40π

3
(8.13)
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例题 40: 三维空间的 top-hat函数定义为

h(x)≡

{
1 , if |x| ≤ 1

0 , else
(8.14)

求 h(x)的傅立叶变换 H(k)。

解答：我们对给定的 k来计算

H(k) =
1

(2π)3/2

∫
|x|≤1

e−ik·xd3x. (8.15)

取 k方向为北极方向（也就是 z轴正向）建立球坐标系 (r,θ ,ϕ)。则 k ·x = kr cosθ，
这里 k = |k|。

H(k) =
1

(2π)3/2

∫ 1

0
r2dr

∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕe−ikr cosθ

=
1√
2π

∫ 1

0
r2dr

∫ 1

−1
e−ikr cosθ d(cosθ)

=
1√
2π

∫ 1

0
r2dr

e−ikr − eikr

−ikr

=

√
2
π

1
k3

∫ 1

0
kr sin(kr)d(kr)

=

√
2
π

1
k3

∫ k

0
µ sin(µ)dµ

=

√
2
π

sink− k cosk
k3 (8.16)

例题 41: 计算三维傅立叶空间的函数 F(k) = 1
k2 （这里的 k = |k|）的傅立叶

逆变换 f (x)。

解答：我们对给定的 x来计算

f (x) =
1

(2π)3/2

∫ eik·x

k2 d3k. (8.17)
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取 x方向为傅立叶空间的北极方向，建立球坐标系 (k,θ ,ϕ)。则 k ·x = k|x|cosθ。

f (x) =
1

(2π)3/2

∫ ∞

0
k2dk

∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ

eik|x|cosθ

k2

=
1√
2π

∫ ∞

0
dk
∫ 1

−1
eik|x|cosθ d(cosθ)

=
1√
2π

∫ ∞

0
dk

eik|x|− e−ik|x|

ik|x|

=

√
2
π

1
|x|

∫ ∞

0

sin(k|x|)
k|x|

d(k|x|)

=

√
2
π

1
|x|

∫ ∞

0

sin(µ)
µ

dµ

=

√
π
2

1
|x|

(8.18)

在计算过程中我们利用熟知的
∫ ∞

0
sin(µ)

µ dµ = π
2（见例如 (3.22)）。

8.2.3 双球坐标系

在静电学问题中，有时候还会用到双球坐标系。双球坐标系 (µ,η ,θ) (0 ≤ η ≤
π)和柱坐标系 (r,θ ,z)的关系是

r =
asinη

cosh µ − cosη
, (8.19)

z =
asinh µ

cosh µ − cosη
, (8.20)

其中常数 a > 0。

我们先来关注 η 为常数的那些曲面。
容易直接验证

(r−acotη)2 + z2 =
a2

sin2 η
. (8.21)

常数 η 对应一段以 z 轴上的 z = ±a 为端点的，张角为 2(π −η) 的圆弧绕 z 轴旋

转而成的曲面。显然，这个旋转曲面和 z轴的交点一定是 z = ±a两点。显然，当

η = π/2时，曲面是半圆弧旋转而成，也就是以原点为球心，半径为 a的球面。

再来看 µ 为常数的那些曲面。
容易直接验证

r2 +(z−acoth µ)2 =
a2

sinh2 µ
. (8.22)

所以常数 µ 对应一个以 acoth µ 为球心， a
sinh µ 为半径的球。
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对常数 c > 0，方程 |µ|= c描述的就是两个以在 z轴上的 z =±acothc两个点

为球心， a
sinhc < acothc 为半径的两个分离的，关于 x-y 平面反射对称的球面。当

c → 0+时，两个球面的球心分别在 z =±∞处，半径也趋向于无穷大，且两球几乎
相切于原点。当 c逐渐增大，两球逐渐分离，且半径逐渐缩小，球心分别往 z =±a

两点移动。当 c → ∞时，两个球的球心到达 ±a，半径变为零，也就是两个球收缩

为 z轴上的 z =±a的两个点。

µ = 2

µ = −2

µ = 1

µ = −1

µ = 1/2

µ = −1/2

η =
π

6
η =

π

4
η =

π

2
η =

3π

4

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5

x

−
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−
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−
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−
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−
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0
1

2
3

4
5
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Figure 8.5: 双球坐标系中，常数 µ 对应球心在 z轴上的球面，常数 η 对应旋转曲
面。图示为这些球面/旋转曲面在 x-z平面上截出来的曲线。

图 8.5展示了常数 µ 和常数 η 对应的曲面在竖直平面上截出来的曲线。从这
个图上看，双球坐标系也像是一个正交曲面坐标系。怎么验证这个猜想呢？从方程



128 Chapter 8.正交曲面坐标系中的矢量分析

(8.19)和 (8.20)可以把长度元平方 ds2 = dr2 +dz2 + r2dθ 2转化为：

ds2

a2 =

[
(cosη cosh µ −1)
(cosh µ − cosη)2 dη − sinη sinh µ

(cosh µ − cosη)2 dµ
]2

+

[
− sinη sinh µ
(cosh µ − cosη)2 dη +

1− cosh µ cosη
(cosh µ − cosη)2 dµ

]2

+
sin2 η

(cosh µ − cosη)2 dθ 2

=
(1− cosη cosh µ)2 + sin2 η sinh2 µ

(cosh µ − cosη)4 (dµ2 +dη2)+
sin2 η

(cosh µ − cosη)2 dθ 2

利用 sin2 η sinh2 µ = (1− cos2 η)(cosh2 µ −1)，上面的结果可以化简为：

ds2 =
a2

(cosh µ − cosη)2 (dµ2 +dη2)+
a2 sin2 η

(cosh µ − cosη)2 dθ 2 (8.23)

因为(8.23)只含坐标微分的平方项（也就是说，不含类似于 dµdη 之类的交叉项），
局域的勾股定理成立。因此双球坐标系是正交曲面坐标系。

除此之外，从(8.23)我们还能看出来：变化 η 产生的长度元是 a
cosh µ−cosη dη；变

化 µ 产生的长度元是 a
cosh µ−cosη dµ；变化 θ 产生的长度元是 asinη

cosh µ−cosη dθ。

8.3 梯度、散度和旋度

在下面的讨论中，我们把在每个位置都可以用单个数值表示的量称为标量场。

例如，固体中的温度、空间中的电势、空间中的引力势这些都是标量场。如果在每

个空间位置都有一个矢量，比如热流密度，电流密度这些，都可以称为矢量场。在

直角坐标系中，标量场就可以写成一个三元函数 f (x,y,z)；矢量场可以写成三个三

元函数的集合 j(x,y,z) = ( jx(x,y,z), jy(x,y,z), jz(x,y,z))。注意这里的 jx, jy, jz 表示矢

量场 j的 x,y,z分量（而不像有些高等数学教材中用下标 x来表示对 x求偏导）。不

过，至少对物理专业的学生而言，不能认为标量场就是一个三元函数，矢量场就是

三个三元函数。标量场、矢量场都是物理对象，是在建立坐标系之前就存在的客观

实体。只有在建立了坐标系之后，它们才会以一个或三个三元函数的数学形式表

现出来。

我们在高等数学中已经接触过可以对标量场操作，得到矢量场的梯度算符 ∇；
可以对矢量场操作，得到标量场的散度算符 ∇·；以及可以对矢量场操作，得到另一
个矢量场的旋度算符 ∇×。这些算符也都是在建立坐标系之前就存在的物理对象。
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我们熟悉的三维直角坐标系的梯度、散度、旋度的数学表达式

∇ f =
∂ f
∂x

ex +
∂ f
∂y

ey +
∂ f
∂ z

ez (8.24)

∇ · j =
∂ jx
∂x

+
∂ jy
∂y

+
∂ jz
∂ z

(8.25)

∇× j =

(
∂ jz
∂y

−
∂ jy
∂ z

)
e⃗x +

(
∂ jx
∂ z

− ∂ jz
∂x

)
e⃗y +

(
∂ jy
∂x

− ∂ jx
∂y

)
e⃗z. (8.26)

并不应该被看作是这些算符的定义。其实是这些算符的物理定义导致了直角坐标

系中的表达式 (8.24)，(8.25)和 (8.26)，而不是反过来。在其他坐标系中，我们应该

从这些算符的物理定义出发进行推导，得到它们的数学表达式。虽然你也可以硬

从直角坐标系中的(8.24)，(8.25)和 (8.26)出发，并通过坐标系之间的微分变换法则

得到其他坐标系中梯度、散度、旋度的表达式，但这样蛮干一般会比较复杂，并会

让有趣的物理内容变成枯燥的计算。

8.3.1 梯度

为了对梯度给出一个不依赖于坐标系的描述，我们需要学会一种技能：被动

技。

在前面对球 top-hat函数的傅立叶变换 (8.15)的计算过程中，我们实际上是针

对每一个不同方向的 k都选取了一个不同的球坐标系来进行积分计算。也就是说，
我们并不知道怎样对所有的 k给出一个普适的计算方法。我们是被动地进行解答：
你任给我个 k，我就告诉你怎样算出结果。这样当然也算解决了问题。

我们都知道极限 limx→a f (x) = c的意思是当 x很接近 a时， f (x)就很接近 c。

但无论你怎样定义“很接近”（比如 |x−a| < 10−100，| f (x)− c| < 10−1000 等），都

无法建立起数学分析的严密逻辑体系。柯西解决这个问题的诀窍就在于使用了被

动技：你任给我一个 f (x)能被认为很接近 c的标准，我都能告诉你一个 x能被认

为很接近 a 的标准，来保证满足你的要求。用现代数学语言来描述就是：对任给

ε > 0（你指定的 f (x)接近 c的衡量标准），都存在 δ > 0（我给出的 x接近 a的衡

量标准），使得 |x−a|< δ 时，都有 | f (x)− c|< ε。
把梯度算符作用于一个标量场 f，怎样（不依赖于坐标系地）描述得到的矢量

场 ∇ f 呢？我采用被动技：请你任意指定一个方向 n，我告诉你 ∇ f 沿着 n方向投

影的大小。具体地说就是

梯度的定义: 标量场的梯度在任意指定方向上的投影等于该标量场沿着这个

方向上的单位长度内的变化量。

在这个定义里，我没有用任何的数学符号！但你可能有点疑惑：我们习惯于用

矢量的大小和方向来描述它，并籍此建立脑海中的物理图像。这样仅仅描述怎样
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投影，算讲清楚梯度是什么样的矢量了吗？实际上，一个矢量的方向就是使得它的

投影最大的方向。根据上面的定义，我们立刻可以知道：标量场的梯度的方向就是
该标量场（在单位长度内）变化得最快的方向，大小就是该标量场最大的（单位长
度）变化率。所以，这种对任意方向投影的描述包含了矢量大小和方向的信息，是
更为全面的描述方式。

下面我们来考虑正交曲面坐标系中的梯度。

以球面坐标系为例：变动 r, θ , ϕ 时产生的正交长度元分别为 δ r e⃗r, rδθ e⃗θ ,

r sinθδϕ e⃗ϕ。这里我们更为明确地添加了 e⃗r, e⃗θ , e⃗ϕ 这些构成右手系的正交归一化矢

量来表示你变动坐标 r,θ ,ϕ 时产生的小矢量的方向。
设 f 为某个标量函数：

• 沿着 e⃗r 方向（保持 θ , ϕ 不变，变化 r)， f 的梯度分量为

lim
δ r→0

δ f
δ r

=
∂ f
∂ r

.

• 沿着 e⃗θ 方向（保持 r, ϕ 不变，变化 θ )， f 的梯度分量为

lim
δθ→0

δ f
rδθ

=
1
r

∂ f
∂θ

• 沿着 e⃗ϕ 方向（保持 r, θ 不变，变化 ϕ )， f 的梯度分量为

lim
δϕ→0

δ f
r sinθδϕ

=
1

r sinθ
∂ f
∂ϕ

因此，我们可以直接写出

球坐标系下的梯度的微分表达式:

∇ f =
∂ f
∂ r

e⃗r +
1
r

∂ f
∂θ

e⃗θ +
1

r sinθ
∂ f
∂ϕ

e⃗ϕ . (8.27)

这其实就是把直角坐标系的梯度公式中的 ∂
∂x ,

∂
∂ z ,

∂
∂ z 换成了局域正交系里对长

度元的微分 ∂
∂ r，

1
r

∂
∂θ，

1
r sinθ

∂
∂ϕ。

容易用同样的方法得到

柱坐标系的梯度的微分表达式:

∇ f =
∂ f
∂ r

e⃗r +
1
r

∂ f
∂θ

e⃗θ +
∂ f
∂ z

e⃗z. (8.28)

8.3.2 散度

因为散度作用于矢量场之后得到的是比较简单的标量场，我们不需要用被动

技来描述，而是直接给出
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散度的定义: 矢量场的散度是单位体积内该矢量场在表面的净流出量。

所谓矢量 j在某块空间区域 Ω的表面净流出量，是指它在表面的法向分量对
表面面积元的积分：

∫∫
∂Ω j ·dS。如果你学习过电磁学里的通量的概念，对这种表面

积分应该是不陌生的。

Figure 8.6: 直角坐标系中的散度计算示意图

如图 8.6所示，在直角坐标系中考虑由 dx e⃗x，dy e⃗y, dz e⃗z 这三个由坐标微小变

化产生的小矢量构成的长方体，j沿 e⃗z 方向的分量 jz 在这个小长方体表面的净流

出量由两部分贡献组成，分别为 − jzdxdy（图示前面实线箭头的流入量，因为是流

入量，所以计算净流出量时要加个负号）和
(

jz +
∂ jz
∂ z dz

)
dxdy (图示后面虚线箭头的

流出量)，所以 jz分量对表面净流出量的贡献为 ∂ jz
∂ z dxdydz，对散度（单位体积的表

面净流出量）的贡献为 ∂ jz
∂ z。同理， jx ， jy 分量对散度的贡献分别为 ∂ jx

∂x，
∂ jy
∂y。因

而我们得到了公式(8.25)。

现在我们以球坐标系为例来说明一般的正交曲面坐标系和直角坐标系有何不

同。设 j沿着 e⃗r，⃗eθ , e⃗ϕ 的分量为：( jr, jθ , jϕ )。如图 8.7所示，我们考虑由 dr e⃗r，rdθ e⃗θ ,

r sinθdϕ e⃗ϕ 这三个由坐标微小变化产生的小矢量构成的近似长方体，并计算矢量场

在这个小长方体表面的净流出量。我们来看 jr 分量的贡献。 jr 在这个小长方体表

面的净流出量由两部分贡献组成，分别为 − jr(r dθ)(r sinθ dϕ)（图示前面实线箭头
的流入量，因为是流入量，所以计算净流出量时要加个负号）和 jr(rdθ)(r sinθ dϕ)+
∂ [ jr(rdθ)(r sinθ dϕ)]

∂ r dr (图示后面虚线箭头的流出量)。注意这里和直角坐标系的计算过

程的差别：我们必须把面积元 (rdθ)(r sinθ dϕ)在前后表面的差异也考虑进去。
于是我们得到了 jr 对净流出率的贡献为： ∂

∂ r [ jr(rdθ)(r sinθdϕ)]dr。这个结果

来自于前后两个面的流入、流出量的不完全抵消。这一方面是因为 jr 在 e⃗r 方向的

变化，另一方面也因为前后两个面的面积也发生了微小的变化。
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Figure 8.7: 球坐标系中散度计算示意图

除以体积元 dr(rdθ)(r sinθdϕ)，得到 jr 对散度的贡献： 1
r2

∂
∂ r

(
r2 jr

)
。

同理， jθ 对散度的贡献为

1
(dr)(rdθ)(r sinθdϕ)

∂
∂θ

[(dr)(r sinθdϕ) jθ ]dθ =
1

r sinθ
∂

∂θ
(sinθ jθ ) .

jϕ 对散度的贡献为

1
(dr)(rdθ)(r sinθdϕ)

∂
∂ϕ
[
(dr)(rdθ) jϕ

]
dϕ =

1
r sinθ

∂
∂ϕ

jϕ .

最后全部加起来，就得到球坐标系里 ∇ · j的具体微分表达式：

∇ · j = 1
r2

∂
∂ r

(
r2 jr

)
+

1
r sinθ

∂
∂θ

(sinθ jθ )+
1

r sinθ
∂

∂ϕ
jϕ . (8.29)

通过这个例子我们看到，和之前梯度的情况有所不同，我们并不能简单地模

仿直角坐标系的散度公式，简单地把 ∂
∂x ,

∂
∂ z ,

∂
∂ z 换成了局域正交系里对长度元的微

分 ∂
∂ r，

1
r

∂
∂θ，

1
r sinθ

∂
∂ϕ。这是因为在直角坐标系里，由坐标微小变化产生的是严格的

长方体，前后（或者左右/上下）两个面的面积总是严格相同的，故而没有抵消的

流入、流出量完全由矢量场的分量的变化引起。而在一般的正交曲面坐标系里，由

坐标微小变化产生的近似长方体可能有稍微的弯曲，还要考虑前后（或者左右/上

下）矢量场流过的面积的变化。

所以我们采取计算步骤是，先忽略前后（左右/上下）面积变化，模仿直角坐

标系的散度公式写出一个“平坦近似”（忽略近似长方体形状的弯曲）下的计算公

式。然后再考虑前后（左右/上下）面积变化带来的影响。具体的步骤是

1 以三个长度元写出类似于直角坐标系形式的“平坦近似散度”。
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2 每一项都在微分号内乘以面积修正因子，在外面除掉。

我们以球坐标系为例来说明上面看起来有些抽象的描述。我们写出如下的计

算草稿：

分量方向 正交长度元 垂直面积元 面积修正因子

e⃗r dr (rdθ)(r sinθdϕ) r2（仅提取和 r有关的因子）

e⃗θ rdθ (dr)(r sinθdϕ) sinθ （仅提取和 θ 有关的因子）
e⃗ϕ r sinθdϕ (dr)(rdθ) 1（仅提取和 ϕ 有关的因子）

Table 8.1: 球坐标系散度表达式的演算草稿

按照表 8.1第二列写出平坦近似（即把(8.25)中的 ∂x,∂y,∂ z分别置换为 ∂ r,r∂θ ,r sinθ∂ϕ）：

∇ · j ≈ ∂
∂ r

jr +
1
r

∂
∂θ

jθ +
1

r sinθ
∂

∂ϕ
jϕ

按照表 8.1最后一列进行面积修正（在偏微分号作用项上乘以面积修正因子，

并在偏微分号外面除掉该因子），就得到

球坐标系散度的微分表达式:

∇ · j = 1
r2

∂
∂ r

(r2 jr)+
1

r sinθ
∂

∂θ
(sinθ jθ )+

1
r sinθ

∂
∂ϕ

jϕ . (8.30)

用同样的方法，可以写出

柱坐标系里的散度的微分表达式:

∇ · j = 1
r

∂
∂ r

(r jr)+
1
r

∂ jθ
∂θ

+
∂ jz
∂ z

. (8.31)

8.3.3 旋度

旋度算符作用于矢量场，得到的还是矢量场。我们已经有了经验，对矢量最有

效的自然语言描述方法是使用被动技：你指定一个方向，我告诉你在这个方向上

矢量的投影大小。下面我们给出旋度的自然语言定义：

旋度的定义: 矢量场的旋度在任意给定的方向上的投影是该矢量场在垂直于

该给定方向的平面上的单位面积的边界环路积分。

具体地说，∇× j在 P点的 n方向上的投影可以这样来“画图测量”：过 P点作

和 n垂直的平面。在该平面上，取包含 P点的一个简单小面积元 dS。然后把 j沿着
dS 的边界积分——也就是把 j沿着边界方向的分量对边界长度元积分：

∮
∂dS j ·dl。

积分的结果和面积 dS之比（当 dS → 0+时）就是 ∇× j在 P点的 n方向上的投影。



134 Chapter 8.正交曲面坐标系中的矢量分析

边界的方向由右手法则给出：让你右手的大拇指指向 n方向，其余四指弯曲
时指向的方向就是 dS边界的正向。

这个定义很明确地刻画出了旋度的物理意义：旋度 ∇× j在 n方向上的分量刻
画的是矢量场 j以右手法则围绕 n的环路积分的大小。

Figure 8.8: 直角坐标系旋量计算示意图

我们先来看直角坐标系的旋量算符的微分表达式是怎样得到的。例如我们考

虑 ∇× j沿 e⃗z 方向的分量。图 8.8展示了矢量在垂直于 e⃗z 的平面上的一个面积为

dxdy的方形小面积元的边界上的环路积分。

(∇× j)z =
1

dxdy

[
∂ jy
∂x

dxdy− ∂ jx
∂y

dydx
]
=

∂ jy
∂x

− ∂ jx
∂y

.

也就是我们在 e⃗z 方向上验证了 (8.26)。用同样的方法可以验证 e⃗x，e⃗y 方向上

(8.26)也成立。

在一般的正交曲面坐标系中，差别是沿边界作环路积分时，小面积元相对两

条边的长度可能会有稍许不同。因此，我们需要做个长度修正。具体步骤是：

1 以三个长度元写出类似于直角坐标系形式的“平坦近似旋度”。

2 每个方向的矢量分量都乘以相应方向的长度元，并在外面除掉。

我们仍然以球坐标系为例来说明上面看起来有些抽象的描述。先根据表 8.1的

第二列，写出旋度的平坦近似（即把(8.26)中的 ∂x,∂y,∂ z分别替换为 ∂ r,r∂θ ,r sinθ∂ϕ）：

∇× j ≈
(

1
r

∂ jϕ
∂θ

− 1
r sinθ

∂ jθ
∂ϕ

)
e⃗r +

(
1

r sinθ
∂ jr
∂ϕ

−
∂ jϕ
∂ r

)
e⃗θ +

(
∂ jθ
∂ r

− 1
r

∂ jr
∂θ

)
e⃗ϕ .

(8.32)

我们来看第一项 1
r

∂ jϕ
∂θ 。jϕ 对应的长度元为 r sinθdϕ，但偏微分只对 θ 进行，所

以我们只要考虑其中的 sinθ 因子。在偏微分号里多乘个 sinθ，并在外面除掉，就
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把该项修正为： 1
r sinθ

∂
∂θ (sinθ jϕ )。按照这种方法，对所有偏微分项做完修正后，我

们得到了

球坐标系旋度的微分表达式:

∇× j =

(
1

r sinθ
∂

∂θ
(sinθ jϕ )−

1
r sinθ

∂
∂ϕ

jθ

)
e⃗r

+

(
1

r sinθ
∂

∂ϕ
jr −

1
r

∂
∂ r

(r jϕ )
)

e⃗θ

+

(
1
r

∂
∂ r

(r jθ )−
1
r

∂
∂θ

jr

)
e⃗ϕ . (8.33)

用同样的方法，我们可以写出

柱坐标系旋度的微分表达式:

∇× j =
(

1
r

∂ jz
∂θ

− ∂ jθ
∂ z

)
e⃗r +

(
∂ jr
∂ z

− ∂ jz
∂ r

)
e⃗θ +

1
r

(
∂ (r jθ )

∂ r
− ∂ jr

∂θ

)
e⃗z. (8.34)

8.3.4 拉普拉斯算符

拉普拉斯算符 ∇2是在物理学中最为常见的算符。它的定义是

∇2 f ≡ ∇ · (∇ f ). (8.35)

也就是梯度的散度。拉普拉斯算符作用于一个标量场，仍然得到一个标量场。

联合(8.27)和(8.30)，可以得到：

球坐标系拉普拉斯算符的微分表达式:

∇2 f =
∂

r2∂ r

(
r2 ∂ f

∂ r

)
+

∂
r2 sinθ∂θ

(
sinθ

∂ f
∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂ 2 f
∂ϕ 2 (8.36)

联合(8.28)和(8.31)，可以得到：

柱坐标系拉普拉斯算符的微分表达式:

∇2 f =
1
r

∂
∂ r

(
r

∂ f
∂ r

)
+

1
r2

∂ 2 f
∂θ 2 +

∂ 2 f
∂ z2 (8.37)

8.4 矢量分析常见公式

我们在描述矢量场时用到了“被动技”：你任给我一个方向，我给你矢量在这

个方向上的分量。当你改变选取的方向时，不同方向的分量之间存在很强的联系。



136 Chapter 8.正交曲面坐标系中的矢量分析

也就是说，你不能指望随便指定一个投影的规则，就真的造出一个矢量场。

但另一方面，我们通常对于具体的物理量是否是矢量不会产生太大的疑问，所

以从物理实体中构造矢量（而不去检验矢量的不同方向的分量之间的关系是否自

洽）是物理学家们更常用的偷懒方法。

更一般地，n阶张量是这样用“被动技”描述的：你依次给我（有序排列的）n

个方向，我就给你 n阶张量在这 n个方向上的分量。

标量、矢量分别是零阶、一阶张量。
一般的 n 阶张量在各个方向组上的分量当然也要满足一定的自洽条件（这通

常是通过坐标系变换时张量分量必须满足的变换规则来描述）。不过，对于物理专

业的初学者而言，我建议的学习方法是先通过物理实体来构造张量（而不做严谨

的数学检验）。等到对张量建立了足够的物理图像之后，再去系统地学习张量的严

谨数学定义。

假设 j是个矢量场，我们用它来构造一个二阶张量场。设你指定的两个方向是
n1，n2。我取二阶张量 T 沿着 (n1,n2)的分量为：j沿着 n2方向的分量的梯度沿着

n1方向的分量。这句绕口的话写下来就是：

Tn1,n2 ≡ n1 ·∇(n2 · j). (8.38)

这个二阶张量我们称之为 j的“梯度”，并简单地记作 ∇j。这个二阶张量还可以形
式上再取一次“散度”得到 ∇2j，结果是一个矢量——它沿任意 n2 方向的分量是

∇2(n2 · j)。此外，我们还可以把 ∇j形式地和一个矢量 u“求内积”得到 u ·∇j，结
果是一个矢量——它沿任意 n2方向的分量是 u ·∇(n2 · j)。

表8.2总结了梯度，散度，旋度对标量、矢量、二阶张量的操作。

被操作量 操作 操作结果

标量 梯度 矢量

矢量 梯度 二阶张量

矢量 散度 标量

矢量 旋度 矢量

二阶张量 散度 矢量

Table 8.2: 梯度、散度、旋度对标量场、矢量场和二阶张量的作用结果

梯度，散度，旋度可以进行各种联合操作，表8.3给出了各种可能性。表中的

“恒为零”的这些结果假设了所讨论的函数性质足够良好（二阶偏导可以交换次

序）。我们也可以粗略地（十分不严谨地）用矢量的知识来理解这些结果。例如

∇×∇ f ≡ 0（梯度的无旋性），我们可以理解为 ∇和自身平行，所以 ∇×∇ ≡ 0。又
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如 ∇ · (∇× j)≡ 0（旋度的无散性），我们可以理解为由 ∇,∇, j张成的平行六面体因
为有两条边相同，所以退化为平行四边形，有向体积退化为零。当然，把 ∇看成
一个普通矢量并不正确，我这里讲的仅仅是记忆的方法而不是证明。

被操作量 第一步操作 第二步操作 操作结果 备注

标量 梯度 散度 标量

标量 梯度 旋度 恒为零 梯度的无旋性

矢量 梯度 散度 矢量

矢量 散度 梯度 矢量

矢量 旋度 旋度 矢量

矢量 旋度 散度 恒为零 旋度的无散性

Table 8.3: 梯度、散度、旋度的联合操作

思考题：请用梯度、散度、旋度的几何意义证明梯度的无旋性和旋度的无散

性。

注意到对矢量场仅有三种非零的联合操作：梯度的散度、散度的梯度、旋度的

旋度。这三个结果之间存在着一个非常简单的联系：旋度的旋度等于散度的梯度
与梯度的散度之差。也就是下面的

二重旋度公式:

∇× (∇× j) = ∇(∇ · j)−∇2j (8.39)

对比二重旋度公式(8.39)和二重外积公式(8.2)，我们发现有高度的相似性。在

矢量分析中把 ∇当成一个普通的矢量经常能获得一些正确的结果，这是因为（在
假设了函数足够光滑之后）偏微分像乘法一样可以交换次序。不过，这并不是什么

万能的法则。尤其要注意的是，∇是一个微分算符，它必须作用到它后面的每一个
非常数函数。当通过普通的类比得到的公式违反了这一法则时，我们必须把一些

项“交换因子次序”，并加到结果中去。下面列出了一些矢量分析的公式，请体会

（特别是最后两个例子）我是如何通过“交换因子次序”的手段来保证微分算符作

用到它后面每一个函数的。

• ∇( f g) = f ∇g+g∇ f

• ∇2( f g) = g∇2 f + f ∇2g+2∇ f ·∇g

• ∇ · ( f j) = (∇ f ) · j+ f (∇ · j)
• ∇× ( f j) = (∇ f )× j+ f (∇× j)
• ∇ · (j×u) = (∇× j) ·u− (∇×u) · j
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• ∇× (j×u) = (∇ ·u+u ·∇)j− (∇ · j+ j ·∇)u.

思考题：利用直角坐标系中的具体微分表达式证明二重旋度公式。

8.5 第8章习题

习题 95: 在极坐标系 (r,θ)中，当 θ 在区间 [0,1]内连续变化时，方程 r = θ 给出了
一条曲线段。请计算这条曲线段的长度。

习题 96: 两个相距为 1
π 的平行平面去截一个半径为 1的球，两平行面都与球相交。

那么球面夹在两个平行平面之间的部分的面积是多少？

习题 97: 四维直角坐标系 (w,x,y,z)中的单位超球体可以定义为满足

w2 + x2 + y2 + z2 ≤ 1

的所有点。如果再加一个限制条件

w2 ≤ 1
3
(
x2 + y2 + z2) ,

求所得区域的四维体积。

习题 98: 双球坐标系里 η = 0和 η = π 分别对应什么点集？
习题 99: 写出双球坐标系里的梯度、散度、旋度，以及拉普拉斯算符的具体微分表
达式。

习题 100: 抛物坐标系 (u,v,ϕ)（u ≥ 0; v ≥ 0; 0 ≤ ϕ < 2π）和球坐标系 (r,θ ,ϕ)的关
系为

u = r(1+ cosθ) (8.40)

v = r(1− cosθ) (8.41)

常数 u和常数 v对应的显然都是以原点为焦点的旋转抛物面（关于这一点，你需要

回忆下抛物线的极坐标方程）。请证明抛物坐标系是正交曲面坐标系，并计算分别

变化坐标 u,v,ϕ 时产生的长度元。写出这个坐标系里的梯度、散度、旋度，以及拉
普拉斯算符的具体微分表达式。

习题 101: 三维空间的两个矢量的内积是 2，外积（叉乘）的长度为 1。则这两个矢

量的长度之和的最小值是多少？

习题 102: 设矢量 a,b,c的长度都是 1，且 a ·b = 0，则

|a+2c|+ |3a+2b− c|

的最小值是多少？
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习题 103: 在一个半径为 1的球 Ω内，标量函数 f 和 g分别满足方程：

f +2∇2 f = 0

和

2g+∇2g = 0.

且 f 和 g在球的表面上处处为零。则在球内 f g的体积分

I =
∫∫∫

Ω
f gdV

的取值范围是多少？

习题 104: 在本题中，我们近似认为地球轨道是半径为 r的圆，一年为 365天。现

在假想把太阳分成质量比为 1 : 2 : 3 : 4的四个小球（均可看作质点）。然后把这四

个小球放置在空间中，使得任何两个小球之间的距离都等于 r (也就是说，以它们

为顶点构成一个边长等于日地距离的正四面体)。然后由静止释放这四个小球，让

它们在相互之间的引力作用下开始运动。问：经过多少天后，第一次发生小球间的

碰撞？





9.常见数理方程

我们先通过具体的例子来熟悉一些常见的数理方程。

9.1 泊松方程

我们知道牛顿引力势 φ 满足泊松方程：

∇2φ = 4πGρ, (9.1)

这里 φ 是引力势，G是牛顿引力常数，ρ 是质量密度。
方程(9.1)的满足无穷远处趋向于零的解是：

φ(x) =−G
∫ ρ(y)

|x−y|
d3y. (9.2)

在静电学中，联立高斯定律 ∇ ·E = ρ
ε0
和电场与电势的关系 E = −∇φ 也可以

得到泊松方程

∇2φ =− ρ
ε0
, (9.3)

这里 φ 是静电势，ρ 是电荷密度，ε0是真空的介电常数。

方程(9.3)的满足无穷远处趋于零的解是：

φ(x) =
1

4πε0

∫ ρ(y)
|x−y|

d3y. (9.4)

解 (9.2)和 (9.4)是怎么得到的呢？显然这两个解在数学上是一回事情，所以我

们推导其中一个，例如(9.1)的解(9.2)就够了。
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第6.5节介绍了如何把复杂的微分方程转化到傅立叶空间的代数方程。方程(9.1)在

傅立叶空间的形式是：

−k2φ = 4πGρ, (9.5)

这里的 k = |k|。
于是傅立叶空间的解是 φ(k) = −4πGρ(k)

k2 。对此进行傅立叶逆变换就能得到

φ(x)。根据“乘积的傅立叶逆变换等于傅立叶逆变换的卷积”，我们只要把 1
k2 的傅

立叶逆变换
√

π
2

1
|x|（见(8.18)）和 −4πGρ(x)作卷积，得到恰好就是 (9.2)。

9.1.1 边界条件和唯一解定理

在知道了全空间所有电荷的分布之后，我们可以直接根据(9.4)计算出静电势。

不过，更常见的情形是，我们只在一个有限的空间区域内研究静电学问题，并不知

道区域边界以及区域外的电荷分布。这时候仅凭区域内的电荷分布无法计算出电

势，需要额外补充条件。例如，当我们把区域 Ω的边界 (记作 ∂Ω)都接地时，就有

φ(x)|x∈∂Ω = 0. (9.6)

这样在边界上对所求函数做的限制称为边界条件。

有了边界条件 (9.6)，再加上已知区域 Ω内部的电荷密度 ρ(x)（x ∈ Ω），就能
唯一地确定区域内的电势 φ(x)（x ∈ Ω）。

我们先来讨论解的唯一性。假设 φ1，φ2均在边界 ∂Ω上满足 (9.6)以及在Ω内满
足 (9.3)。考虑函数 f (x)≡ φ1(x)−φ2(x)，显然有 f (x)|x∈∂Ω = 0以及 ∇2 f (x)|x∈Ω = 0。

于是，

0 ≤
∫

Ω
|∇ f |2d3x (9.7)

=
∫

Ω

[
∇ · ( f ∇ f )− f ∇2 f

]
d3x (9.8)

=
∫

Ω
∇ · ( f ∇ f )d3x (9.9)

=
∫

∂Ω
f ∇ f ·dS (9.10)

= 0 (9.11)

显然(9.7)不等号取到等号，必须 ∇ f 处处为零，也就是 f 为一个常量。又因为在边

界上已知 f = 0，所以 f 恒为零，也就是说 φ1和 φ2实际为同一个解。

上述证明过程显然可以推广到很一般的边界条件：只要在边界上每个点给定

φ 或者 φ 的梯度垂直于边界表面的分量，则两个解至多相差一个常数。
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在有些教材中对边界条件有一些约定。当给定边界上 φ 值，叫做第一类边界
条件；当给定边界上 (∇φ)⊥ (下标 ⊥表示垂直边界表面往外的分量）时，叫做第二
类边界条件；如果在部分边界点给的是 φ，另一部分边界点上给的是 (∇φ)⊥，则叫
做混合边界条件。对第一类或者混合边界条件，由于边界上至少有一个点的 φ 值
是给定的，所以也不能存在相差为非零常数的不同解，解就是唯一的。对于第二类

边界条件，则不同解只能相差一个常数。

给各类边界条件起一些难记的名字并没有什么实际的意义，尤其是当这些名

字对应的只是一些特例的时候。我们直接给出下面的更一般的（我随便起了个名

字的）

泊松方程唯一解定理: 设 α(x),β (x)是定义在边界 ∂Ω上的已知函数，在 ∂Ω
上的任意点满足：α,β 不同时为零，且 αβ ≥ 0。那么，当在 Ω内给定 ∇2φ
，在边界 ∂Ω上给定 αφ +β (∇φ)⊥时，φ 的不同解只能相差一个常数。进一
步，如果 α 不恒为零，则 φ 只能有唯一解。

之前的证明思路仍然可行。仍然假设 f 是两个解的差，则有 ∇2 f
∣∣
Ω = 0以及

α f +β (∇ f )⊥|∂Ω = 0. (9.12)

我们把 ∂Ω上 β 不为零的点集记作 ∂Ωβ，β 为零（那么 α 必然不为零）的点集记
作 ∂Ωα，则

0 ≤
∫

Ω
|∇ f |2d3x (9.13)

=
∫

Ω

[
∇ · ( f ∇ f )− f ∇2 f

]
d3x (9.14)

=
∫

Ω
∇ · ( f ∇ f )d3x (9.15)

=
∫

∂Ω
f (∇ f )⊥ dS (9.16)

= −
∫

∂Ωβ

α
β

f 2dS−
∫

∂Ωα

β
α
[(∇ f )⊥]

2 dS (9.17)

≤ 0 (9.18)

于是(9.13)和(9.18)中的不等号必须取到等号，也就是 f 为常数。于是再根据(9.12)知

道，在 ∂Ω上处处有 α f = 0。于是只要 α 不恒为零，常数 f 只能是零。

唯一性定理中的 αβ ≥ 0是导出最后一步 (9.18)的不等号的关键，要注意这个

条件是不可去掉的。图9.1给出一个当 αβ ≥ 0不满足时，解不唯一的例子。

9.1.2 解的存在性问题

最后我们来思考下解的存在性问题。从物理的角度考虑，只要边界条件是可

以实际操作设置的，那么电势解的存在是显然的。但从数学的角度看，解的存在性
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Figure 9.1: 设有一个接地的半径为 R的金属球壳 SR，内部除了球心处之外都为真

空。我们假想出另外一个同心但半径 r < R的球面 Sr，考虑夹在 Sr 和 SR之间的区

域 Ω。假设你能在球心处放置点电荷，且随意调节电量 Q的大小，那么容易证明

在边界 Sr 上，电势 φ 满足 φ − r(R−r)
R (∇φ)⊥ = 0。显然，这个系统无论是电势还是

电场，都因为你可以随意调节点电荷 Q的大小而不存在唯一解。

却一点都不简单。

我们先来看一个一维区间 [a,b]内第一类边界条件的简单例子：当 φ(a)和 φ(b)
都给定，且对所有 x ∈ (a,b)，φ ′′(x)都给定时，解的存在性和唯一性都很显然。不

过，我们要用第6.2节介绍过的更高级的观点来看待这个问题。把 [a,b]划分为 N+1

等份，定义

dx ≡ b−a
N +1

(9.19)

以及

x j ≡ a+ jdx, j = 0,1,2, . . . ,N +1 (9.20)

我们认为 N 足够大以至于可以近似认为

φ ′′(xi) =
φ(xi−1)+φ(xi+1)−2φ(xi)

dx2 (9.21)

由于 φ(x0) = φ(a)和 φ(xN+1) = φ(b)均已知，于是未知函数 φ(x)可以近似认为由
矢量 

φ(x1)
√

dx

φ(x2)
√

dx

. . .

φ(xN−1)
√

dx

φ(xN)
√

dx


(9.22)
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来表示。这个待求的矢量满足方程：

−2 1

1 −2 1

1 −2 1

. . .

1 −2 1

1 −2 1

1 −2





φ(x1)
√

dx

φ(x2)
√

dx

φ(x3)
√

dx

. . .

φ(xN−2)
√

dx

φ(xN−1)
√

dx

φ(xN)
√

dx


=



φ ′′(x1)dx5/2 −φ(a)
√

dx

φ ′′(x2)dx5/2

φ ′′(x3)dx5/2

. . .

φ ′′(xN−2)dx5/2

φ ′′(xN−1)dx5/2

φ ′′(xN)dx5/2 −φ(b)
√

dx


(9.23)

注意方程右边是一个已知的矢量，所以解是否存在就归结为实对称矩阵

A ≡



−2 1

1 −2 1

1 −2 1

. . .

1 −2 1

1 −2 1

1 −2


(9.24)

是否可逆。

容易用数学归纳法证明 det(A) = (−1)N(N+1)，因此 A可逆。但可惜这种蛮干

的方法并不能推广到高维空间。

我们再换一个思路：如果边界条件是 φ(a) = φ(b) = 0，且 (a,b) 内部是无源

的，则方程(9.23)右边会变成零，而方程左边，特别是矩阵 A并不会被改变。因为

这时候有显然的解 φ = 0，且根据唯一解定理该解是唯一的，我们就可以反推出 A

是可逆的（否则 φ 将会有无穷多解）。这样对任意的源分布和第一类边界条件，方
程(9.23)都存在唯一解。

在高维空间 ∇2 算符也可以离散化写成邻近几个点的函数值的线性组合。因

此，上面这个证明并不依赖于空间维数和区域形状。我们这样就（一不小心）证明

了任意维度空间里第一类边界条件下泊松方程的解的存在性以及唯一性。

思考题：请讨论第二类边界条件下的泊松方程的解的存在性。

物理专业的读者可能对这一小节有点提不起兴趣来。其实我是醉翁之意不在

酒，我真正想引出的结论是，当边界条件为零边界条件时（边界上待求函数为零，

或者其梯度的法向分量为零，或者两者的同号线性组合为零），算符 ∇2 等价于一

个实对称（因此也是厄米）矩阵。在一维的情况，读者可以自行补充第二类边界条
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件的情况进行验证。在第11章，我们会采用更抽象的方式进行证明高维的情况，并

解释我们为什么要把 ∇2算符和一个厄米矩阵联系起来。

9.1.3 在一些特殊区域内的解

纸上谈兵了半天，是时候实践一下了。

例题 42: 如图9.2所示，地面（视为无限大半平面）电势为零，与地面绝缘的

墙面（也视为无限大半平面）电势为 V0 (这里 V0 ̸= 0)。求墙与地之间的空间

内的静电势 φ(x,y).

Figure 9.2: 例题 42图

解答：在柱坐标系 (r,θ ,z)内求解，φ 满足边界条件

φ|θ=0 = 0, φ|θ= π
2
=V0

和柱坐标系拉普拉斯方程 (请使出洪荒之力回忆正交曲面坐标系的相关知识)：

1
r

∂
∂ r

(
r

∂φ
∂ r

)
+

1
r2

∂ 2φ
∂θ 2 +

∂ 2φ
∂ z2 = 0.

显然，φ = 2
π θV0是问题的解。

例题 43: 如图9.3，在无限大接地金属板上方 h处放置点电荷 q。求点电荷受

金属板上感应电荷的吸引力大小。

解答：把感应电荷都拿掉，并在关于金属板对称的位置放置点电荷 −q，这种情况

产生的电势和原问题的电势在板上方的空间满足相同的边界条件和泊松方程，因

此具有相同的解。所以吸引力大小为 1
4πε0

q2

4h2。
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Figure 9.3: 例题 43图

这种用一个或多个点电荷替代感应电荷的解法叫做电像法。系统学习过电磁

学的读者应该对此非常熟悉。我们再来看一个经典的例子：

例题 44: 如图9.4所示，在半径为 R的接地金属球壳内，在距离球心为 a < R

处放置一个点电荷 Q，计算球壳内的电势。

Figure 9.4: 例题 44图

解答：放入点电荷后，在金属球壳上会产生感应电荷。如图9.5所示，在球心 O和

点电荷 Q的连线的延长线上，距离球心为 OQ′ = R2

a 处放置一个点电荷 Q′ = −R
a Q

来替代感应电荷。设 A为金属球壳上任意一点。由于 OQ
OA = a

R = R
R2/a = OA

OQ′，所以

三角形 OQA相似于三角形 OAQ′，且相似比为 a
R。所以

QA
AQ′ =

a
R。这就导致 Q和 Q′

在 A处产生的电势恰好完全抵消，即金属球壳上是零电势，和原问题所要求的边

界条件相同。又在金属球壳内，电势也满足相同的泊松方程，所以电荷 Q, Q′在金

属球壳内产生的电势是原问题的解。

要特别注意的是，上述解答中，Q和 Q′ 在球壳外产生的电势并不是原问题的

解，这是因为把球壳上感应电荷替换为球壳外的 Q′之后，球壳外的泊松方程的源

发生了变化，因此唯一解定理并不适用。

思考题：如果例题 44中的金属球壳是孤立的（不接地），球壳内电势是怎样

的？
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Figure 9.5: 例题 44解答图

9.2 热传导方程

泊松方程描述的是静态的稳态系统。实际上，任何一开始非稳态的系统达到

稳恒状态都需要一定的时间。对于日常的应用而言，研究系统达到静电平衡的过

程并没有什么特别大的意义，我们关注的一般是达到稳态比较慢的系统，例如：温

度不均匀的固体通过热传导达到热平衡的过程。

我们把单位时间单位面积流过的热量称为热流密度，它是一个矢量。

Figure 9.6: 单位时间单位面积流过的热量称为热流密度

图9.6演示了一根长导热棒中均匀流过热流时的情况：热流密度 j的方向沿着
导热棒的方向，大小是单位时间单位截面积流过的热量。

在没有额外热源的情况下，傅立叶热传导定律把热流密度 j和温度 T 的不均

匀性 (梯度 ∇T )联系起来：

傅立叶热传导律:

j =−λ∇T (9.25)

比例系数 λ 叫做导热系数。这是一个在温度梯度不是太夸张时的线性近似，可
以非常好地描述日常生活和工程中的绝大多数固体的热传导现象。读者可能还接

触过另外一个线性近似定律：牛顿冷却定律。比如把一块高温金属放在空气中，因
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为空气存在对流，金属表面和表面附近一层空气的温差一直是很大的。这时候可

以认为金属表面和空气之间的温度变化是不连续的。这种情况下要用牛顿冷却定

律（单位时间流失的热量和金属-空气温差成正比）来描述金属块如何降温（粗略

地就把金属、空气都当成单一温度；虽然金属内部仍然可以用傅立叶热传导律来

建立更精确的温度分布，金属附近空气也存在温度的变化以及很难算的对流，但

这些都是次级的效应了）。如果是一个热传导性非常差的、杯壁很厚的保暖杯放在

空气中，杯子外壁和空气的温度几乎相同，这时就要对杯子使用傅立叶热传导律

（并用空气温度给出外壁的边界条件）了。

现在我们在假设傅立叶热传导律的前提下导出固体内的热传导方程。对(9.25)两

边取散度得到

∇ · j =−λ∇2T. (9.26)

另一方面，根据散度的几何意义，∇ · j等于单位体积的表面热量流出速率，在
没有热源、没有相变、并且忽略热辐射的情况下，能量守恒方程是

∇ · j =−cρ
∂T
∂ t

, (9.27)

这里 c是单位质量热容，ρ 是质量密度，cρ 是单位体积的热容。
结合(9.26)和 (9.27)得到

热传导方程:

∂T
∂ t

−a∇2T = 0. (9.28)

其中a = λ
ρc 是热传导方程的参数。

9.2.1 热传导方程参数 a的物理意义

导热系数仅仅描述了热流密度对热不均匀性的响应，却没有描述物质本身温

度变化对热流的响应（如果比热很大，那么即使有了热流，物体的温度分布却很难

改变）。热传导方程参数 a = λ
ρc 比导热系数 λ 更好地描述了材料的热扩散的速率。

表9.1给出了一些材料的热传导方程参数 a，这和我们的生活直觉是相符的：铝

的导热性能要优于铅，金属的导热性能普遍优于非金属。

我们先从宏观上看一下 a的物理意义。

热扩散、布朗运动，随机行走这些现象都有个特点：扩散范围的尺度的平方大

致和时间成正比。这个结论和空间维度无关；时间越长，这个规律越准确。

热传导方程的参数 a 大致描述的就是单位时间内热扩散尺度的平方。比如铝
的 a 约是 10−4m2/s，就说明如果你把一根铝棒一端放进沸水里，那么经过时间 t
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Table 9.1: 一些材料的热传导方程参数
材料 λ (W/m/K) ρ (kg/m3) c (J/kg/K) a (m2/s)

铝 230 2.7×103 900 0.94×10−4

铅 33 11.3×103 125 2.3×10−5

某种砖 0.75 2×103 750 5.0×10−7

（如果 t 不是很大，能够忽略铝棒向空气的散热），大致有
√

at 长的部分变得很烫。

也就是说，1s后大约有 ∼ 0.01m长的部分变得很烫手；100s后大约有 ∼ 0.1m长的

部分变得很烫。当然，这些都是量级的估计，所以你也不必纠结温度多高能称之为

烫。

然后我们从微观角度来理解为什么热扩散尺度的平方和时间成正比。微观上，

热传导由某种粒子互相碰撞来完成。例如有光子热传导，声子热传导和电子热传

导等。假设粒子的微观运动速率是 u 的量级，粒子微观运动的平均自由程是 ℓ 的

量级（也就是说，每个粒子大约保持直线运动 ℓ 的距离后就会被随机散射向不同

的方向）。现在我们关注某个粒子的沿 x方向的分运动。把两次碰撞间粒子沿 x方

向分运动产生的 x方向的分位移记作 ∆x，则 ∆x服从一个均值为零，分布宽度（可

以理解为标准差）的量级为 ℓ的某种概率分布函数。每次碰撞相当于对 ∆x重新采

样。那么，经过时间 t 之后，∆x大致被重新采样了 N = ut
ℓ 次。累计起来，该粒子

在 x方向上运动的距离为所有这些 ∆x之和——或者说，这些 ∆x的平均值乘以 N

——结果当然还是个随机数。接触过实验误差分析的读者一定知道，如果某种误

差 ∆x的分布宽度∼ ℓ，则对 ∆x进行 N次重复采样并取平均值后，平均值的分布宽

度为 ∼ ℓ√
N
。（这在数学上可以用概率论里的中心极限定理推导出来。）这里也是一

样，∆x的平均值的分布宽度大致为 ℓ√
N
。所以，在 x方向上的位移（即所有 ∆x之

和）的分布宽度为 ∼ N ℓ√
N
=
√

Nℓ∼
√

uℓt。对比前面讨论的 a的宏观物理意义，我

们得到 a ∼ uℓ。也就是说：热传导方程参数 a大致是热媒粒子的典型微观速率和平

均自由程的乘积。

在固体中，热媒粒子的平均自由程可以用典型的分子（或原子）间距离 ∼
10−10m 来估算。如果是声子热传导为主的普通固态物质，声子的传播速度大约

是 ∼ 103-104m/s 的量级，我们就能估算出大多数固态物质的热传导方程参数是

10−7-10−6m2/s的量级。对于以电子热传导为主的金属，电子的微观运动速率的数

量级1是 ∼ 105-106m/s，所以金属的热传导方程参数一般是 ∼ 10−5-10−4m2/s的量

级。至此，表格 9.1的所有谜团都解开了！

1注：由于费米简并，金属中的电子气温度可达 T ∼ 104-105K的量级，然后用 u ∼
√

kBT
me
可以估

算出金属内电子的微观运动速率。
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9.2.2 热传导方程的稳态解

设加了某些热边界条件的固体的线性尺度大小为 L，那么经过时间 t ≫ L2

a 之

后，固体内的热扩散就非常充分了，其温度梯度（或者说热流密度）的分布经常能

够达到一个稳定的状态。我们把 t ≫ L2

a 时的渐近解（如果存在）称为稳态解。稳

态解满足热传导方程以及边界条件，但不需要满足初始条件。

我们先来看一个比较简单的例子。

例题 45: 一根长度为 L = 0.3m 的均匀铝棒，一开始温度为 T0 = 300K。从

t = 0时刻开始，把铝棒的一端和温度为 T1 = 400K的热库接触，另一端和温

度为 T2 = 500K的热库接触。设铝的热传导方程参数为 a = 10−4m2/s。问：大

约经过多久，铝棒上的温度分布达到稳定？温度的稳定分布形式是怎样的？

解答：如果沿着铝棒建立 x轴并取铝棒所在区间为 [0,L]，则铝棒上的温度分布满

足热传导方程

∂T
∂ t

−a
∂ 2T
∂x2 = 0. (9.29)

以及边界条件

T |x=0 = T1; T |x=L = T2; (9.30)

和初始条件（即初始时刻系统的状态）

T |t=0 = T0. (9.31)

首先注意到(9.30)和 (9.31)表面上看起来是矛盾的，其实你大可不必为此担忧：边

界条件(9.30)其实是仅适用于 t ∈ (0+,∞)，并且在边界上，我们并不要求 T 对时间

连续（物理上看，当把铝棒两端和热库接触时，接触面上的温度确实会有突变）。

方程(9.29)在条件(9.30)和 (9.31)下的严格求解也并不困难，不过，这不是我们目前

要讨论的话题。

根据 a的物理意义，我们知道当 t ≫ L2

a = 900s时，铝棒上的温度分布会达到稳定

（如果这样的解存在的话）。

我们最后需要求出稳态解（同时也是验证稳态解存在的必要步骤）。容易直接看出

来（或者你非要有个计算步骤的话，是把方程(9.29)的时间偏导项扔掉后求解 T (x)），

T = T1 +(T2 −T1)
x
L 是满足方程(9.29)和边界条件(9.30)的稳态解。

上面的例题中，因为两端温度固定，所以“温度梯度稳定”等价于“温度稳

定”。我们再来看一个更复杂的，温度梯度可以达到稳定但温度无法达到稳定的例

子：
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例题 46: 如图9.7所示，在一根长为 2L的导热棒在 t = 0时刻温度为 T0。在

t > 0时刻，导热棒两端均有强度为 j的热流进入。设材料的导热系数 λ，质
量密度 ρ，单位质量的比热 c均已知，试计算当 t 足够大时，导热棒各处的

温度的稳态解 T (x, t)。

Figure 9.7: 例题 46图

解答：根据对称性，在棒中间处热流和温度梯度均为零。写出如下的方程和边界条
件：

∂T
∂ t

−a
∂ 2T
∂x2 = 0 (9.32)

∂T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (9.33)

∂T
∂x

∣∣∣∣
x=L

=
j

λ
(9.34)

T |t=0 = T0 (9.35)

其中 a = λ
ρc。

在 t 时刻，累计流入的热量为 Q = 2 jSt (其中 S 为横截面积)。棒的热容为 C =

cρ(2SL)。所以 t 时刻棒的平均温度为

T̄ = T0 +
Q
C

= T0 +
j

ρcL
t.

把平均温度去掉，研究各处温度起伏：∆T (x, t)≡ T (x, t)−
(

T0 +
j

ρcLt
)
。显然 ∆T 满

足

∂∆T
∂ t

−a
∂ 2∆T
∂x2 = − j

ρcL
(9.36)

∂∆T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (9.37)

∂∆T
∂x

∣∣∣∣
x=L

=
j

λ
(9.38)

∆T |t=0 = 0 (9.39)

因为 ∆T 描述的是温度起伏，还有一个额外条件：∫ L

0
∆T (x, t)dx = 0
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因为 a的物理意义是单位时间扩散距离的平方，当 t ≫ L2

a 时，棒上的温度梯度趋

于稳定（如果这样的解存在的话），即 ∆T 仅仅依赖于 x，满足

−a
∂ 2∆T
∂x2 = − j

ρcL
(9.40)

∂∆T
∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0 (9.41)

∂∆T
∂x

∣∣∣∣
x=L

=
j

λ
(9.42)∫ L

0
∆T (x, t)dx = 0 (9.43)

由此不难解出

∆T =
j

2λ

(
x2

L
− L

3

)
最后我们得到，当 t ≫ L2

a 时

T =

(
T0 +

j
ρcL

t
)
+

j
2λ

(
x2

L
− L

3

)

在上面这些例子中，我们学习了怎样计算一个热传导问题的稳态解，但没有

讨论稳态是如何达到的（即 t ≲ L2

a 时的解）。我们将在第10章和第12章讨论如何计

算热传导问题的精确解。但是，要求精确解，计算稳态解是第一步。所以请重视这

一小节的内容。

9.3 波动方程

9.3.1 弦的横向小振动

完全均匀沿水平方向绷直的的弦，线密度为 ρ，张力为 f。弦的各部分沿竖直

方向稍稍偏离平衡位置，偏离量 u是水平位置 x的函数。

如图9.8考虑弦的一小段，弦的纵向（沿 x向）净受力为

f cosθ2 − f cosθ1 ≈
1
2
(
θ 2

1 −θ 2
2
)

f

这是 θ1和 θ2的高阶小量，我们将它忽略掉（即认为横向是受力平衡的）。

弦的横向净受力为

f sinθ2 − f sinθ1 ≈ (θ2 −θ1) f
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Figure 9.8: 弦的横向小振动受力分析

θ2和 θ1可以近似用弦的斜率来代替，设这一小段的坐标从 x到 x+dx

θ2 −θ1 ≈
∂u
∂x

∣∣∣∣
x+dx

− ∂u
∂x

∣∣∣∣
x
≈ ∂ 2u

∂x2 dx

根据 F = ma，得到弦的这一段沿垂直方向的加速度

∂ 2u
∂ t2 =

f ∂ 2u
∂x2 dx

ρdx
= a2 ∂ 2u

∂x2 ,

其中 ρ 为质量线密度，a定义为
√

f
ρ，具有速度的量纲。

最后，得到弦的横振动方程为

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0. (9.44)

思考题：弦一振动不是就被拉长了吗？为什么在前面的推导过程中把张力 f

当成常量？

9.3.2 杆的纵向小振动

设一根均匀弹性杆，一开始处于静止并受力平衡，各个切面的位置可以用 x来

标记。

然后考虑如图9.9的沿杆的方向发生压缩-拉伸的变化：每个初始坐标为 x的切

面沿着杆的方向有小小的偏离平衡位置的位移 u(x)。

Figure 9.9: 杆的纵向小振动
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在线性近似下，应力 P（横截面上单位面积受力）和 ∂u
∂x 成正比 (可以对一小段

杆运用胡克定律导出这个结论)：

P = E
∂u
∂x

, (9.45)

其中 E 称为杨氏模量（Young’s modulus).

按照套路，对 x和 x+dx之间的一小段杆运用牛顿第二定律 F = ma，得到

∂ 2u
∂ t2 =

(P(x+dx)−P(x))S
ρSdx

=
E
ρ

∂ 2u
∂x2 , (9.46)

其中 S为截面积，ρ 为质量密度。
令 a =

√
E
ρ，则又得到了

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0. (9.47)

9.3.3 真空中的电磁波

真空中的电场 E和磁场 B满足真空中的Maxwell方程组：

∇ ·E = 0

∇×E =−∂B
∂ t

∇ ·B = 0

∇×B =
1
c2

∂E
∂ t

这里用的是国际单位制。

利用前面学习过的矢量分析知识：“旋度的旋度等于散度的梯度与梯度的散度

之差”（绕死我了），可以得到：

∂ 2B
∂ t2 = − ∂

∂ t
(∇×E)

= −∇×
(

∂
∂ t

E
)

= −c2∇× (∇×B)

= −c2 (∇(∇ ·B)−∇2B
)

= c2∇2B

请自行验证，可以用一样的过程推导出 E也满足波动方程：

∂ 2E
∂ t2 − c2∇2E = 0.
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（注意这里用了简写：B和 E的每个分量都满足波动方程。当然，对真空中的
电磁波而言，它们只能是横波，所以一共有 4个独立振动方程。）

综合前面的一维和三维的多个例子，我们总结出一般的

自由波动方程:

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0, (9.48)

我们马上会看到，a的物理意义为波的相速度。

9.3.4 一维波动方程的通解

仍然回到一维空间的情况：令 u = Φ(x)Ψ(t) (注意大多数二元函数并不能这样

分解，我们这里只是假设存在一个这样形式的解)，代入波动方程，得到

a2 Φ′′

Φ
=

Ψ′′

Ψ
,

等式两边分别是 x和 t 的函数，所以只能是常数。由此得到两个解

u = eik(x∓at), (k ∈ R) (9.49)

其中 k是任意的实常数。注意 k不能有虚部，否则解会出现在远处发散的行为，不

符合物理系统的能量有限的特点。

如果我们追踪相位为零的点，则得到 x = ±at；即 eik(x−at) 描述的是沿 x轴正

向传播的波，eik(x+at)描述的是沿 x轴负向传播的波。

虽然把待求解函数分解成平面波 eik(x∓at)的线性组合，具有很容易看出波速的

优点，但这并不是唯一的写法。

当我们需要实数解时，可以把解写成：

cos(kx)cos(akt), sin(kx)cos(akt), cos(kx)sin(akt), sin(kx)sin(akt), (k ≥ 0) (9.50)

的线性组合。注意当我们这样写的时候，好像(9.49)里 ± 号对应的两种解变成
了(9.50)里的四种，其实只是因为我们在 (9.49) 中允许 k 取任意实数，而在 (9.50)

中限制了 k ≥ 0，两者的自由度还是相同的。一般在做理论分析时，我们会更多使

用 (9.49)，而在实际求解方程时，我们会更多地采用 (9.50)。

在空间无边界的情况下，既然每个 k值都对应形如 (9.49)的一个解。我们就可

以把 u写成一堆这种解的线性组合：

u(x, t) =
1√
2π

∫
c(k)eik(x−at)dk+

1√
2π

∫
d(k)eik(x+at)dk (9.51)

设 c(k)和 d(k)的傅立叶逆变换为C(x)和 D(x)。上式只是把傅立叶逆变换中的 x换

成了 x∓at，于是得到
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一维无边界波动问题的通解:

u(x, t) =C(x−at)+D(x+at), (9.52)

其中C和 D的形式可以通过初始条件来确定。

u(x, t)显然除了依赖于初始的位移 u，还依赖于初始的速度 ∂u
∂ t，因此需要两个

初始条件，相应可以确定两个未知函数C和 D。

例题 47: 求解满足下列初始条件的无边界波动方程：

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0,

u|t=0 = Ae−
x2

2σ2 ,

∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (9.53)

其中 A,σ 均为已知常量。

解答：令 u(x, t) =C(x−at)+D(x+at)，则根据初始条件，有

C(x)+D(x) = Ae−
x2

2σ2 (9.54)

以及

C′(x) = D′(x) (9.55)

由此易解出

u(x, t) =
A
2

(
e−

(x−at)2

2σ2 + e−
(x+at)2

2σ2

)
. (9.56)

思考题：把初始条件换成一般的

u|t=0 = ϕ(x),
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x). (9.57)

其中 ϕ(x)和 ψ(x)为给定的函数，你还能求解吗？
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9.4 热传导方程和波动方程的修正

热传导方程和自由波动方程都是理想化的模型。下面我们考虑实际场景中对

它们的一些修正。

9.4.1 热传导方程的弛豫时间修正

在推导热传导方程时，假设了傅立叶热传导律，也就是局域热流密度对温度

梯度的响应是无穷快的2。这就是为什么微观的运动方程（牛顿第二定律）含时间

的二次导数，而宏观的热传导方程只含时间的一次导数（即忽略了微观粒子加速

过程）。如果考虑微观上热流密度对温度梯度的响应的滞后效应，热传导方程也应

该含时间的二次导数。

我们取一个简化的模型，把傅立叶热传导律修正为：

∂ j
∂ t

+
1
τ
(j+λ∇T ) = 0. (9.58)

在固定位置，假设 ∇T 也固定的情况下，j和 −λ∇T 的差是以 e−t/τ 的形式衰减的，

τ 是使得傅立叶热传导律成立的弛豫时间。
对方程 (9.58)两边取散度，并利用能量守恒式 (9.27)，就得到

τ
∂ 2T
∂ t2 +

∂T
∂ t

−a∇2T = 0, (9.59)

这里的 a = λ
ρc。上式中令 τ → 0+，就回到前面得到过的热传导方程。

假设问题是无边界的，我们来尝试求 (9.59)的解 T (x, t)。
在傅立叶空间 T (k, t)（在这里我遵循物理学家的习惯用同一个符号表示傅立

叶变换的源和像）热传导方程 (9.59)成为

τ
∂ 2T
∂ t2 +

∂T
∂ t

+ak2T = 0. (9.60)

对固定的 k，这个方程是二阶线性常微分方程，容易求出通解为：

T (k, t) = A(k)eλ1t +B(k)eλ2t . (9.61)

这里的

λ1,2 =
−1±

√
1−4τak2

2τ
. (9.62)

为了求得 x空间的解，可以对(9.61)做傅立叶逆变换。

T (x, t) =
∫

d3k
[
A(k)eλ1t+ik·x +B(k)eλ2t+ik·x

]
. (9.63)

2在宏观统计意义上，也就是只考虑大部分热量的流动情况时，热扩散速度仍然是有限的
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未知函数 A(k)和 B(k)可以由初始条件 T |t=0和 ∂T
∂ t |t=0来确定。

在 ak2τ ≪ 1时，我们可以近似得到

λ1 ≈−ak2; λ2 =−1
τ

(9.64)

这样(9.61)的物理意义就很清楚了：第一项 A(k)e−ak2t 描述的是宏观上的热扩散，在

t 时刻，满足 ak2t ≫ 1的傅立叶成分被指数压缩，也就是在 1
k ≪

√
at 的尺度上热扩

散已经把温度几乎都抹平了。第二项 B(k)e−
t
τ 描述的是微观上的滞后效应，在考

虑宏观的热传导现象时一般都可以忽略。

9.4.2 波动方程的阻尼修正

在讨论波动方程时，我们假设了零阻尼。实际的物理系统总会有各种阻尼。例

如弦的横向小振动会受到空气阻力，假设空气阻力和弦的横向运动速度成正比，则

波动方程要修正为:

∂ 2u
∂ t2 +

1
τ

∂u
∂ t

−a2∇2u = 0. (9.65)

这里的 a仍然是波速；τ 的物理意义是阻尼衰减时间，也就是当一段弦失去驱动力
时，在空气阻力的作用下的速率会按 ∝ e−t/τ 的形式衰减。

带弛豫时间修正的热传导方程 (9.59) 和带阻尼修正的波动方程 (9.65) 的形式

是相同的。区别只是前者的弛豫时间很短，占主导的是时间的一次偏导项；后者的

弛豫时间（阻尼衰减时间）很长，占主导的是时间的二次偏导项。

在无边界的情况下，解(9.61)可以照搬到有阻尼的波动方程，只是 λ1,λ2变为：

λ1,2 =
−1±

√
1−4a2τ2k2

2τ
. (9.66)

在阻尼很小（阻尼时间很长）的情况下 akτ ≫ 1时，近似有

λ1,2 =±iak. (9.67)

解就成为自由波动方程的（平面波解）的形式。

9.4.3 波动方程的色散修正

我们考虑图 9.9的杆的纵向小振动。

如果考虑对线性近似的修正，应力 P 和 ∂u
∂x 可能并不严格成正比，我们假设

(9.45)有如下的修正

P = E
(

∂u
∂x

−b2 ∂ 3u
∂x3

)
, (9.68)
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其中 b是一个很小的长度，反映的是在接近微观尺度胡克定律的失效。我们没有

写二次偏导项，是因为从对称性考虑二次偏导项无法产生单向的应力。

这样杆的纵向小振动方程就被修正为

∂ 2u
∂ t2 −a2

(
∂ 2u
∂x2 −b2 ∂ 4u

∂x4

)
= 0. (9.69)

仍然在傅立叶空间考虑 u(k, t) (k ∈ R)的变化。傅立叶空间的方程为

∂ 2u
∂ t2 +a2k2 (1+b2k2)u = 0. (9.70)

容易看出来通解为：

u(k, t) = A(k)eiak
√

1+b2k2t +B(k)e−iak
√

1+b2k2t . (9.71)

进行傅立叶逆变换，

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
dk A(k)ei[kx+ω(k)t]+B(k)ei[kx−ω(k)t]. (9.72)

这里的时间圆频率 ω 是依赖于 k的函数

ω(k) = ak
√

1+b2k2. (9.73)

区别于自由波动方程的 ω = ak的情况，现在时间圆频率 ω 和空间圆频率 k产生了

非线性的依赖关系，这时候我们称波存在色散 (dispersion)。等式(9.73)称为色散关

系。

我们再来回顾波的相速度（phase velocity）的概念。我们可以追踪比如沿 x正

向传播的波 B(k)ei(kx−ωt)相位固定为 kx−ωt = ϕ0的点，也就是满足 x = ω
k t + ϕ0

k 的

点。显然，这些点以速度 ω
k （在这个特定的例子里，等于 a

√
1+b2k2）移动。所以

相速度 υp ≡ ω
k。

群速度（group velocity）的概念要稍微复杂一些，它的定义是 υg ≡ dω
dk。为什

么要定义一个这么奇怪的量呢？

为了简化讨论，我们考虑

A(k) = 0,B(k) =
1
2
[δ (k− k1)+δ (k− k2)+δ (k+ k1)+δ (k+ k2)] , (9.74)

这里的 k1 > k2 > 0是常数。这时可以从(9.72)直接计算出

u(x, t) = cos [k1x−ω(k1)t]+ cos [k2x−ω(k2)t] . (9.75)

也就是说我们考虑的是两个不同空间频率的，往 x轴正向传播的波。利用和差化积

公式，(9.75)可以写成

u(x, t) = 2cos
(

k1 − k2

2
x− ω(k1)−ω(k2)

2
t
)

cos
(

k1 + k2

2
x− ω(k1)+ω(k2)

2
t
)
. (9.76)
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现在我们假设 k1,k2 很接近，且 δk ≡ k1−k2
2 的大小远小于 k̄ ≡ k1+k2

2 。当我远远望

去，眼睛分辨率无法区分空间频率为 k̄的成分时，我将会看到 u(x, t)是一个波形为

2cos [δk(x−υgt)]的低频包络在以群速度 υg ≡ dω
dk 移动。当我把镜头拉近，仔细观

察包络的每一处，就会看到高频的 cos
[
k̄(x−υpt)

]
的波形。注意，当存在色散时，

一般来说相速度 υp并不等于群速度 υg。这会导致整体包络的移动速度和包络内的

高频波的移动速度不相同。也就是说，如果你让镜头跟着包络移动，你会看到高频

波相对于包络在移动。

无论是能量还是信息，都是由高频波的振幅主导，也就是由包络的形状决定。

所以描述包络移动速度的群速度近似是能量（或者说信息）传播的速度。不过这既

然是一种近似，就并非绝对。比如对空间跨度极短的脉冲而言，根本就不存在空间

频率为 δk的长波包络，那么我们上面的分析其实并不成立，群速度也就不完全是

信息传播的速度。在这种设定下，实验上曾经做到过让群速度超过真空中的光速，

请放心：这只是玩了个概念上的小把戏，并没有造成物理学的任何危机。

9.4.4 热源和波源的修正

静电泊松方程右边的电荷密度可以看成方程的“源”。当热传导问题中有热源

（比如烤串的加热问题），或者波动方程中有波源（比如一端系在一个电动牙刷上的

弦的横向小振动），方程右边也要加上代表热源或者波源的函数。例如

有源的热传导方程:

∂T
∂ t

−a∇2T = S(x, t). (9.77)

以及

有源的波动方程:

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2T = S(x, t). (9.78)

这里的源 S(x, t)都是给定的已知函数。如果 S(x, t)退化为 S(x)也就是说源不
依赖于时间，我们称之为静态源的方程。我们之前学习过的泊松方程就是静态源

的方程。

在某种意义上，边界条件和初始条件也可以看成特殊的源，反过来，源也可以

看成很多个（以不同时刻为初始时刻的）初始条件的叠加。这些观点有时会有些奇

妙的用处，我们后面会借助具体的例子加以说明。
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9.5 第9章习题

习题 105: 在一个半径为 R的固定的接地金属球外，距离球心 2R处有一个点电荷

q。把该点电荷缓慢地移动到无穷远处，要做的功是多大？

习题 106: 一根长为 2.3m，截面积为 10−3m2的均匀铝棒，两端分别和温度为 320K

和 280K的热库接触。等铝棒上的温度分布达到均匀后，每秒钟有多少热量从高温

热库进入铝棒并流向低温热库？（已知在室温附近，铝的导热系数约为 230W/m/K。）

习题 107: 孤立的半径为 a的均匀薄圆盘，其材质的热传导方程参数为 a。一开始

圆盘上的温度分布为

T (r) =
(

2− r2

a2

)
T0.

其中 r 是离圆心的距离，T0 是常量。估算圆盘多久后可以近似达到热平衡（各处

温差远小于 T0）。当圆盘达到热平衡时，圆盘的温度是 T0的多少倍？

习题 108: 长度为 L的不良导体棒一端和温度为 T0 的热库接触，并在 t = 0时刻和

热库处于热平衡。从 t = 0时刻开始，在不良导体棒的另一端注入恒定大小为 j的

热流。设不良导体棒的导热系数 λ，单位质量的比热 c和质量密度 ρ 均已知。写出
不良导体棒上温度 T (x, t) (0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0)满足的方程和边界条件，并简要分析当

t 很大时的解的渐近行为。

习题 109: 一根无限长的空心圆柱，内表面半径为 r，温度恒为 100K；外表面半径

为 2r，温度恒为 200K。则在空心圆柱内部的中间层（对应半径为 3
2r的圆柱面）上，

温度是多少？

习题 110: 二维直角坐标系 x-y平面内，函数 u(x,y)满足拉普拉斯方程

∇2u = 0.

并且在 x轴上的 u值都是已知的：

u(x,0) = e−x2
.

求解 u(x,y)。

习题 111: 已知某种保温材料的比热很小可以忽略不计。测试员用该保温材料做成
一个内半径为 0.1m，外半径为 0.11m的球形保温容器。把该容器装满 100◦C的开

水后，置于温度为 20◦C的房间里，一天后发现容器内水温下降了 40◦C，保温效果

很不理想。测试员于是加大保温容器的厚度，使外半径达到 0.2m，然后装满 100◦C

的开水，置于温度为 20◦C的房间里，问：一天后保温容器内的水温下降多少度？

习题 112: 两端固定的，长度为 L的均匀弦的横向小振动 u(x, t) (0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0)满

足初始条件：

u|t=0 = Asin
πx
L
.
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其中 A是常量，以及
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

求解 u(x, t)。

习题 113: 柱坐标系 (r,θ ,z)里

r ≤ 1,−1 ≤ z ≤ 1

描述了一个均匀材质圆柱体所占的空间区域。

现在控制圆柱体侧表面的温度恒为

T |r=1 = T0

(
1√

z2 −4z+5
+

1√
z2 +4z+5

)
,

其中 T0为常量。同时控制圆柱体上下表面的温度恒为

T |z=±1 = T0

(
1√

r2 +1
+

1√
r2 +9

)
.

计算圆柱内温度的稳定分布 T (r,θ ,z)。
习题 114: 把两个半径均为 R，带电量均为 Q的金属球从无穷远处缓慢移近，使它

们互相接触。这个过程对两个金属球至少要做的功是多大？





10.分离变量法和谐函数概述

迄今为止我们学习的泊松方程、热传导方程和波动方程都只涉及拉普拉斯算

符 ∇2以及一些时间偏导算符。当边界条件是零边界条件（下一小节会解释具体零

边界条件是什么）的时候，我们要采用一个固定的套路求解这些方程。

设问题所在的区域为 Ω，要求解满足给定的零边界条件、数理方程、以及初始
条件的未知函数 u(x, t) (x ∈ Ω, t ≥ 0)。我们的固定套路如下：

泊松方程、热传导方程、波动方程的普适解法:

1 对给定零边界条件找出 ∇2的正交归一化的本征函数 ψ1(x),ψ2(x), . . .。
2 用这些本征函数对问题中的待求解函数 u(x, t) 进行线性分解 u(x, t) =

∑i ci(t)ψi(x)，每个本征函数前的“待定系数”ci(t)都是时间的函数。

3 把初始条件也分解为本征函数 ψ1,ψ2, . . .的线性组合，得到每个 ci(t)满

足的初始条件。

4 如果数理方程中有一些已知函数（例如泊松方程中的电荷密度），把

这些已知函数也分解为本征函数的线性组合。然后把分解式 u(x, t) =

∑i ci(t)ψi(x)代入数理方程，得到每个 ci(t)满足的常微分方程。

5 利用每个 ci(t)的初始条件和它满足的常微分方程求解 ci(t)。

这个普适解法将贯穿本书，成为我们求解数理方程的标准技能。所以请一定

反复领悟这个方法的便捷之处，例如：

a 第 1步仅依赖于区域的形状和零边界条件，对于一些常见的区域和边界条件，

本征函数 ψ1,ψ2, . . .往往是可以预先计算好的。



166 Chapter 10.分离变量法和谐函数概述

b 注意到 ψ1,ψ2, . . .是正交归一化的，所以任意函数 f (x)的分解式就非常简单：
f (x) = ∑i diψi(x)，这里的系数 di =

∫
Ω f (x)ψi(x)dV 是个简单的体积分。

c 很多时候讨论的是无源的方程，可以直接跳过第 4步里对源的分解步骤。

d 每种方程对应的 ci(t)的方程几乎是固定的，我们往往可以预先算好 ci(t)的

通解，而不需要每次重复步骤 4和步骤 5。

在大多数教材中，把这一套解法更一般地叫做“分离变量法”。不过，我们这

里总结的套路更具有针对性。我们准备针对一些简单的区域和坐标系把 ψ1,ψ2, . . .

都计算好。并对三类方程都计算好 ci(t)的通解。这样，这个套路实施起来就非常

容易了，往往一个数理方程的求解只是几分钟的工作量。

我们要研究的方程是泊松方程、热传导方程、波动方程。要研究的区域包括一

维的区间；二维的长方形、圆形、环形、柱面、球面；三维的长方体、实心柱体、

空心柱体、实心球体、空心球体。要研究的坐标系包括：直角坐标系，极坐标系，

柱坐标系，球坐标系。在对这些区域和坐标系以及方程计算本征函数 ψ1,ψ2, . . .以
及 ci(t)的通解是一个宏大的计划——而当我们完成这个计划时，本书也就接近尾
声了。

在实施我们的宏大计划之前，我们先要用数学语言把这个计划描述得更加清

晰。对数学推演不是很感兴趣的读者可以只阅读结论，跳过具体的推导。

10.1 零边界条件和谐函数

10.1.1 零边界条件下的实对称算符 ∇2

在第9.1.2节我们在一个简单的一维问题中把 ∇2算符和一个实对称矩阵对应了

起来，这时我们（不太严谨地）就把 ∇2算符称为一个实对称算符。但是在高维空

间的任意形状区域里，∇2 对应的矩阵过于复杂，直接写出矩阵的蛮干的方式已经

不适用了。我们首先要用一种更加巧妙的方式来定义实对称算符。

我们把算符和对称矩阵作类比的出发点是如下的事实：A是对称矩阵，当且仅

当对任意两个矢量 f, g都有 fT Ag = gT Af。这个定理的证明十分简单，只要考虑到
fT Ag是 1×1的矩阵（也就是个数），它的转置等于自身。所以 fT Ag = gT AT f，也就
是说 fT Ag = gT Af等价于 gT (A−AT )f = 0，由 g, f的任意性即知这也等价于 A = AT。

当我们用连续的观点来看待函数时，如果对于区域Ω内满足零边界条件(10.2)的

任意两个实函数 f (x)，g(x)，都有∫
Ω

f ∇2gdV =
∫

Ω
g∇2 f dV, (10.1)

（这里 dV 为体积分元，即在 n维空间的 dnx），则我们说 ∇2 是一个对称算符。在

这种情况下，又显然 ∇2是一个实算符（因为它作用到任何实函数上仍然得到实函

数），所以它是一个实对称算符。
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等式 (10.1)显然不可能对任何函数 f ,g成立，所以 ∇2 只是针对某一类满足特

定条件的函数而言是实对称算符。在第9.1.2节我们碰到过这样的例子：当边界条

件为 φ(a) = φ(b) = 0时，泊松方程里的 ∇2就完全等价于一个实对称矩阵。我们现

在来考虑任意区域内的更一般的边界条件：

零边界条件的定义: 设 α(x), β (x)为区域 Ω边界 ∂Ω上的给定函数。在任何
一点，α , β 不同时为零。对 Ω内的未知函数 φ，我们把边界条件

(αφ +β (∇φ)⊥)|∂Ω = 0, (10.2)

称为零边界条件。

如果一开始就额外要求在边界上所有点 αβ ≥ 0，则(10.2)称为加强的零边界

条件。

加强的零边界条件中，额外的条件 αβ ≥ 0是用来保证 ∇2 满秩，从而物理问

题存在唯一解。详细原因可以参考第9.1节的讨论。

即便悄悄地告诉你也没有关系——“零边界条件”以及“加强的零边界条件”

这些名字都是我随便起的。在很多教材中有类似的一个概念叫做齐次边界条件：满

足边界条件 A的任意两个函数的线性组合都满足边界条件 A，就称 A为齐次边界

条件。显然，零边界条件是齐次边界条件的一种特殊（但在物理问题中又非常常见

的）情形。

我们之所以特别关注零边界条件而不是更一般的齐次边界条件，是因为有如

下的：

∇2 算符的实对称条件: 在区域 Ω内，当只考虑满足零边界条件(10.2)的函数

集时，∇2是一个实对称算符。

证明：设 f ,g是满足 (10.2)的任意两个实函数，也就是说在边界 ∂Ω上的任何一点，

α f +β (∇ f )⊥ = αg+β (∇g)⊥ = 0. (10.3)

即矢量 ( f ,(∇ f )⊥)和 (g,(∇g)⊥)线性相关。因此，

f (∇g)⊥−g(∇ f )⊥ = 0. (10.4)

（如果这种描述让你不适应，你可以直接用消元法从(10.3)推导(10.4)）。
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于是 ∫
Ω

(
f ∇2g−g∇2 f

)
dV =

∫
Ω

∇ · ( f ∇g−g∇ f )dV (10.5)

=
∫

∂Ω
[ f (∇g)⊥−g(∇ f )⊥]dS (10.6)

= 0 (10.7)

在最后一步，我们利用了(10.4)在边界 ∂Ω上处处成立的事实。

如果是全空间（没有边界）的物理问题，则在假设无穷远处没有能量和物质交换的

情况下，上述证明依然有效。如果是一个有限无边界的区域，例如球面，则上述证

明（在没有任何边界条件的情况下）也依然有效。换句话说，“没有边界”也是一

种特殊的零边界条件。

10.1.2 谐函数：零边界条件下 ∇2 的本征函数

既然零边界条件下的 ∇2算符是实对称矩阵，就可以用它的本征矢构成一组正

交归一化的基，用连续的观点来描述就是：在给定的零边界条件下，本征值方程

∇2 f = λ f (10.8)

存在一组正交归一化的完备函数族（离散观点下也就是本征矢）ψ1(x),ψ2(x),ψ3(x), . . .，
满足

∇2ψ1 = λ1ψ1, ∇2ψ2 = λ2ψ2, ∇2ψ3 = λ3ψ3 . . . (10.9)

这里的实数 λ1, λ2, . . . , λn是本征值。本征值 λ1,λ2, . . .的具体值和本征函数ψ1,ψ2, . . .

的具体表达式是由区域的形状和具体的边界条件确定的。

为了节省力气，我们把∇2 在零边界条件下的本征函数称为谐函数。由于实对
称矩阵的不同本征值对应的本征矢自动正交，我们有如下的

谐函数正交定理: 在给定区域 Ω和零边界条件的情况下，不同本征值对应的
谐函数互相正交。

也就是说，如果 λ1 ̸= λ2，则在 Ω内的体积分
∫

Ω ψ1ψ2dV = 0。

在存在简并的本征值（本征值方程有重根）的情况下，∇2 的本征函数的选择

还存在人为选取的自由度（即可以在简并本征值对应的本征矢子空间内自由选择

一组正交归一化的本征矢）。通常我们会选取具有坐标分离变量形式的函数作为本

征函数，这时本征函数还和坐标系的选取有关。

之前的讨论只假设了零边界条件，从现在开始，我们假设加强的零边界条件

（或者说只考虑有唯一解的物理问题），也就是在 (10.2)相关的定义中假设 αβ ≥ 0。

对此，我们有如下的重要定理。
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谐函数本征值符号判据: 在只考虑满足加强的零边界条件的非常数函数集时，

∇2是负定的实对称算符，也就是说它的本征值均为负数。

证明：设 f 是满足加强的零边界条件 (10.2)的实值函数，且 f 不是常数。我们把

边界 ∂Ω上 β ̸= 0的点集记为 ∂Ωβ，其余边界上的点集（则显然满足 α ̸= 0）记为

∂Ωα。那么二次型∫
Ω

f ∇2 f dV =
∫

Ω
∇ · ( f ∇ f )dV −

∫
Ω
|∇ f |2 dV (10.10)

<
∫

Ω
∇ · ( f ∇ f )dV (10.11)

=
∫

∂Ω
f (∇ f )⊥dS (10.12)

= −
∫

∂Ωβ

α
β

f 2dS−
∫

∂Ωα

β
α
[(∇ f )⊥]

2 dS (10.13)

≤ 0 (10.14)

在最后一步，我们用到了加强的零边界条件中的额外要求 αβ ≥ 0。

在接下来的讨论中，我们将只考虑加强的零边界条件，因此可以把本征值写

成：λ1 =−k2
1, λ2 =−k2

2, λ3 =−k2
3 . . .这里的 k1,k2, . . . > 0。这样写除了上述数学上

的原因之外，在物理上也是有好处的：在很多情况下，k1,k2, . . .会和位置空间的波

矢大小联系起来。按照物理上的习惯，我们称 k1,k2,k3, . . .为波数。也就是说谐函
数的本征值是负的波数平方。

10.2 谐函数展开系数的通解

按照套路约定，把区域 Ω里的物理问题的解假设成

u(x, t) = ∑
i

ci(t)ψi(x) (10.15)

的形式，其中的谐函数 ψi满足

∇2ψi =−k2
i ψi. (10.16)

以及正交归一化条件∫
Ω

ψiψ jdV = δi j, (10.17)

即当且仅当 i = j时积分为 1，其余情况为零。

我们先做相对简单的事情：针对泊松方程，热传导方程，和波动方程来求解

ci(t)的通解。
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10.2.1 泊松方程的谐函数展开系数

我们来考虑泊松方程

∇2u = S(x, t), (10.18)

其中源 S(x, t)是个已知的函数。（一般的物理问题中源只是空间坐标的函数，不过
我们并不必加这条限制。）

按照我们约定的套路，展开式是

u(x) = ∑
i

ci(t)ψi(x). (10.19)

把 (10.19)代人 (10.18)，并利用 ∇2ψi =−k2
i ψi，得到

−∑
i

k2
i ci(t)ψi(x) = S(x, t). (10.20)

上式两边乘以任意指定的一个 ψn并对问题所在区域 Ω进行 (x坐标的)体积分，利

用谐函数 ψ1,ψ2 . . .的正交归一性，得到

−cn(t)k2
n = sn(t) (10.21)

这里的“源系数”sn的定义为：

sn(t)≡
∫

Ω
S(x, t)ψn(x)dV. (10.22)

我们一不小心就得到了系数的表达式

cn(t) =− 1
k2

n
sn(t) (10.23)

当源是静态的时候，源系数 sn也是常数，对应的解也是静态的。

请仔细体会上面的解法的巧妙之处，你就能逐渐领悟为什么我老是和你叨叨

谐函数。

10.2.2 热传导方程的谐函数展开系数

现在来考虑热传导方程

∂u
∂ t

−a∇2u = S(x, t), (10.24)

其中源 S(x, t)是个已知的函数。
套路展开式是

u(x) = ∑
i

ci(t)ψi(x). (10.25)
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把 (10.25)代人 (10.24)，并利用 ∇2ψi =−k2
i ψi，得到

∑
i

(
dci

dt
+ak2

i ci

)
ψi(x) = S(x, t). (10.26)

上式两边乘以ψn并对问题所在区域Ω进行 (x坐标的)体积分，利用谐函数ψ1,ψ2 . . .

的正交归一性，得到

dcn

dt
+ak2

ncn = sn(t). (10.27)

源系数 sn仍然由 (10.22)定义。

微分方程(10.27)可以这样来解，令

cn(t) = bn(t)e−ak2
nt . (10.28)

代入(10.27)，得到

dbn

dt
= sn(t)eak2

nt . (10.29)

于是

bn(t) =
∫ t

sn(τ)eak2
nτdτ. (10.30)

上面 bn的解里面包含了一个积分常数。最后就有

cn(t) = e−ak2
nt
∫ t

sn(τ)eak2
nτdτ. (10.31)

上述表达式中含有积分常数的不确定性，需要初始条件来确定。

当源是静态时，sn是常数，上述解(10.31)可以简化为

cn(t) = dne−ak2
nt +

sn

ak2
n
. (10.32)

这里的 dn是积分常数，可以由初始条件确定。

10.2.3 波动方程的谐函数展开系数

现在来考虑波动方程

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = S(x, t), (10.33)

其中 S(x, t)是个已知的函数。
套路展开式是

u(x) = ∑
i

ci(t)ψi(x). (10.34)
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把 (10.34)代人 (10.33)，并利用 ∇2ψi =−k2
i ψi，得到

∑
i

(
d2ci

dt2 +a2k2
i ci

)
ψi(x) = S(x, t). (10.35)

上式两边乘以ψn并对问题所在区域Ω进行 (x坐标的)体积分，利用谐函数ψ1,ψ2 . . .

的正交归一性，得到

d2cn

dt2 +a2k2
ncn = sn(t). (10.36)

源系数 sn仍然由 (10.22)定义。

设

cn(t) = bn(t)eiaknt (10.37)

(注意现在开始 i表示虚数单位，和之前的求和指标 i是两码事)，代入 (10.36)，得

到

d2bn

dt2 +2iakn
dbn

dt
= sn(t)e−iaknt (10.38)

我们再设
dbn

dt
= en(t)e−2iaknt . (10.39)

代入(10.38)，得到
den

dt
= sn(t)eiaknt . (10.40)

于是

en(t) =
∫ t

sn(τ)eiaknτdτ. (10.41)

即
dbn

dt
= e−2iaknt

∫ t
sn(τ)eiaknτdτ. (10.42)

积分得到 bn并代入 (10.37)，最终得到

cn(t) = eiaknt
∫ t

due−2iaknu
∫ u

sn(τ)eiaknτdτ. (10.43)

解(10.43)看着有些复杂。我们现在来考虑静态源，也就是 sn 是常数这种比较

简单的情况，这时候(10.36)的通解为

cn(t) = dn sin(aknt)+ en cos(aknt)+
sn

a2k2
n
. (10.44)

dn,en同样还是积分常数，可以进一步由初始条件来确定。

表10.1清点了一下战果。

迄今为止，我们的计算都十分顺畅，原因在于我们假定了能够找到一组正交

归一化的谐函数。那么到底如何找到这样一组谐函数呢？现在是时候解决这最后

一个问题了。
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Table 10.1: 谐函数展开系数 cn(t)的通解：表中 −k2
n 为谐函数对应的本征值；sn 为

源按照谐函数展开的系数；dn,en等均为积分常数，需要由初始条件确定。

方程 一般源 静态源 (sn是常数）

泊松方程 − 1
k2

n
sn(t) − 1

k2
n
sn

热传导方程 e−ak2
nt ∫ t sn(τ)eak2

nτdτ dne−ak2
nt + sn

ak2
n

波动方程 eiaknt ∫ t due−2iaknu ∫ u sn(τ)eiaknτdτ dn sin(aknt)+ en cos(aknt)+ sn
a2k2

n

10.3 谐函数求解概述

我们先把问题限制在有限的区域内。无限区域问题通常是有限区域问题的极

限情况，而且很多时候可以用傅立叶变换、格林函数等其他方法来解决，我们最后

一起集中讨论。

10.3.1 一维直角坐标系

在一维空间，∇2 的具体微分表达式是 d2

dx2 (除非你建立一个度量不均匀的奇怪

坐标系难为自己)。本征方程是

d2

dx2 ψ =−k2ψ (10.45)

解这个方程立刻可以得到

一维空间的谐函数:

ψ(x) = Asin(kx)+Bcos(kx). (10.46)

其中 k为波数，A,B为待定常数。

当给了具体的零边界条件，我们就能得到 k的允许取值，从而得到一系列正交

归一化的谐函数。我们来看下面的例子

例题 48: 求解两端固定弦的横振动 u(x, t) (0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0)：

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0.

u|x=0 = 0; u|x=L = 0.

u|t=0 =
Ax(L− x)

L2 ;
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

这里 a > 0和 A都是常量。L是弦的长度。
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解答：套路第 1步：在必须满足边界条件 ψ(0) = ψ(L) = 0的情况下，一维空间的

谐函数(10.46)就成为非常明确的形式：

ψn(x) =

√
2
L

sin
(nπx

L

)
, n = 1,2,3, . . . (10.47)

对应的

kn =
nπ
L
. (10.48)

套路第 2步，令

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cn(t)ψn(x). (10.49)

套路第 3步，把初始条件分解

u(x,0) =
A
L2 x(L− x) =

∞

∑
n=1

qnψn(x). (10.50)

这里的

qn =
∫ L

0

A
L2 x(L− x)ψn(x)dx =

{
4A

√
2L

n3π3 , if n is odd

0, if n is even
(10.51)

另一方面又有 u(x,0) = ∑∞
n=1 cn(0)ψn(x)，所以

cn(0) = qn. (10.52)

另外一个初始条件 ∂u
∂ t |t=0 = 0给出的是

c′n(0) = 0. (10.53)

套路最后一步，我们直接套用波动方程的在无源情况下的通解 (10.44) (其中 sn = 0)，

以及 (10.48), (10.52), (10.53)。可以得出：

cn = qn cos
(nπat

L

)
. (10.54)

把 qn的表达式代入上式，最终得到

u(x, t) =
∞

∑
n=0

8A
(2n+1)3π3 cos

(
(2n+1)πat

L

)
sin
(
(2n+1)πx

L

)
. (10.55)
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在上面的问题中，我们顺便还能得到一个有趣的结果。首先，我们根据初始条

件知道 u(L
2 ,0) =

A
4。然后利用(10.55)，就可以得到

1− 1
33 +

1
53 −

1
73 + . . .=

π3

32
. (10.56)

如果你熟悉上面这个结果，那么它反过来又可以作为你对结果抽样检验。

我们再来通过一个例子来熟悉套路。

例题 49: 一根用热传导方程参数为 a 的材料做成的长度为 L 的均匀导热棒，

初始处于温度为 T0的孤立状态。从 t = 0时刻开始，把导热棒一端和温度为

2T0的热库接触，其余部分均保持孤立。求之后导热棒上的温度变化。

解答：在导热棒上建立坐标系 x ∈ [0,L]，我们需要计算导热棒温度 T (x, t) 在 x ∈
[0,L], t ≥ 0范围内的解。

不管如何，对于文字描述的物理问题，标准的流程是先写出方程、边界条件和初始

条件。

∂T
∂ t

−a∇2T = 0, (10.57)

T |x=0 = 2T0, (10.58)
∂T
∂x

|x=L = 0, (10.59)

T |t=0 = T0 (10.60)

这虽然不直接是一个零边界条件问题，但我们很容易看出最终稳态解为 T = 2T0。

把最终稳态解从 T (x, t)中拿掉后，剩下的 u(x, t)≡ T (x, t)−2T0 就会自然地满足零

边界条件。也就是说，把 T = u+2T0代入上面的方程和边界条件，就有

∂u
∂ t

−a∇2u = 0, (10.61)

u|x=0 = 0, (10.62)
∂u
∂x

|x=L = 0, (10.63)

u|t=0 = −T0 (10.64)

现在可以施展标准的套路了。

套路第一步: 由边界条件(10.62)，(10.63)以及一维谐函数的通解(10.46)，我们可以

确定该问题的谐函数为

ψn(x) =

√
2
L

sin

(
n+ 1

2

)
πx

L
, n = 0,1,2, . . . (10.65)

波数

kn =
(2n+1)π

2L
. (10.66)
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套路第 2步，令

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cn(t)ψn(x). (10.67)

套路第 3步，把初始条件分解

u(x,0) =−T0 =
∞

∑
n=1

qnψn(x). (10.68)

这里的

qn =
∫ L

0
(−T0)ψn(x)dx =− 2T0

√
2L

(2n+1)π
(10.69)

又根据 u(x,0) = ∑n cn(0)ψn(x)可以得到

cn(0) = qn. (10.70)

套路最后一步，利用热传导方程的谐函数展开系数的通解(10.32)（其中的 sn = 0）

就得到

cn(t) = qne−ak2
nt =− 2T0

√
2L

(2n+1)π
e−

a(2n+1)2π2t
4L2 . (10.71)

最终写到一起，就是

T (x, t) = 2T0 −
4T0

π

∞

∑
n=0

1
2n+1

e−
a(2n+1)2π2t

4L2 sin

(
n+ 1

2

)
πx

L
. (10.72)

现在又到了娱乐时间：上面的结果中令 t = 0,x = L并利用 T (L,0) = T0可以得到一

个熟知的结果：

1− 1
3
+

1
5
− 1

7
+ . . .=

π
4
. (10.73)

令 t = 0,x = L/2并利用 T (L/2,0) = T0可以得到一个可能你不太熟知的结果：

1+
1
3
− 1

5
− 1

7
+

1
9
+

1
11

− 1
13

− 1
15

. . .=
π

2
√

2
. (10.74)

但是要注意的是，你不能检验 x= 0, t = 0的初始条件，因为这时候边界条件 T |x=0 =

2T0是和初始条件矛盾的。这个矛盾物理上反映的是当导热棒接触热库时，x = 0处

温度有个跃变，这是由于傅立叶热传导律的理想化近似导致的（见第9.4.1节的讨

论），引入驰豫时间的修正就可以做到消除矛盾。当然你也可以就直接接受温度有

个跃变这件事情，避开对 T (0,0)到底是多少的讨论。
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例题 50: 求解长度为 L 的弦在动力驱动下的横向小振动 u(x, t) （x ∈ [0,L]，

t ∈ [0,∞)）：

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = Asin
πx
L
, (10.75)

u|x=0 = 0, (10.76)

u|x=L = 0, (10.77)

u|t=0 = 0, (10.78)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (10.79)

这里 a,A均是已知常量，。

解答：边界条件对应的谐函数为

ψn(x) =

√
2
L

sin
nπx

L
, n = 1,2,3, . . . . (10.80)

对应的波数 kn =
nπ
L 。

令

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cn(t)ψn(x). (10.81)

初始条件给出

cn(0) = c′n(0) = 0, n = 1,2,3 . . . (10.82)

源仅有的非零展开系数为

s1 = A

√
L
2
. (10.83)

按照表10.1所列结果，唯一的非零系数为

c1(t) = d1 cos
πat
L

+ e1 sin
πat
L

+
s1L2

a2π2 . (10.84)

容易由(10.82)确定出 d1 =− s1L2

a2π2 ,e1 = 0，于是求出

u(x, t) =
L2

a2π2 A
(

1− cos
πat
L

)
sin

πx
L
. (10.85)
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10.3.2 高维直角坐标系的谐函数

在高于一维的空间，对同一个本征值 −k2，往往对应着不止一个本征矢。这时

候本征矢就不是自动正交的了，那如何选取一组正交的本征矢呢？也许此时你脑

海中浮现出施什么特之类的东西⋯⋯确实，最一般的方法就是随便取线性独立的

本征矢然后作施密特正交化。不过，实际上对于一些有明显对称性的高维空间区

域，我们很少这么干。通常我们会根据区域的对称性选择合适的坐标系，使得区域

的边界都成为一系列单坐标的边界。这句话有些抽象，让我们来看些例子。

对长为 l1,宽为 l2 的长方形区域，我们可以建立二维的 x-y直角坐标系，使得

区域覆盖坐标范围是 0 ≤ x ≤ l1，0 ≤ y ≤ l2。这时边界条件就可以写成 . . .|x=0 = . . .，

. . .|x=l1 = . . .，. . .|y=0 = . . .，. . .|y=l2 = . . .。

对半径为 R的圆区域，我们可以以圆心为原点建立 r-θ 极坐标系。这样边界
条件就可以写成 . . .|r=R = . . .。

对半径为 R的球区域，我们可以以球心为原点建立 r-θ -ϕ 球坐标系。这样边界
条件就可以写成 . . .|r=R = . . .。

对半径为 R，高为 h的柱形区域，我们可以建立 r-θ -z柱坐标系，使得区域覆盖

的坐标范围是 r ≤ R;0 ≤ z ≤ h。这样边界条件就可以写成 . . .|r=R = . . .，. . .|z=0 = . . .，

. . .|z=h = . . .。

在上面的例子中，高维区域的边界条件成为了一系列的单坐标边界条件。如

果按照“分离变量”的想法，把同一个本征值 −k2 对应的本征矢都写成单个坐标

的函数的乘积，那么其中某些坐标的函数有可能本身也是个一维谐函数，其通常

没有本征值简并问题而自动正交。

上面这个说法比较抽象，我们还是来看一个例子：对长为 l1,宽为 l2的长方形

区域，假设我们考虑一个满足第一类零边界条件的谐函数问题。我们可以建立二

维的 x-y直角坐标系，使得区域覆盖坐标范围是 0 ≤ x ≤ l1，0 ≤ y ≤ l2。这时本征

值方程和边界条件就可以写成

∂ 2ψ
∂x2 +

∂ 2ψ
∂y2 = −k2ψ, (10.86)

ψ|x=0 = ψ|x=l1 = 0; ψ|y=0 = ψ|y=l2 = 0. (10.87)

我解决问题的方式是直截了当构造出一组正交归一化的谐函数（既然是“构造”，

就全凭经验，所以并没有什么正向的逻辑流），它们都具有如下的形式

ψ = X(x)Y (y). (10.88)

其中 X(x)满足

X ′′ = −k2
xX (10.89)

X |x=0 = X |x=l1 = 0. (10.90)
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Y (y)满足

Y ′′ = −k2
yY (10.91)

Y |y=0 = Y |y=l2 = 0. (10.92)

容易检验，(10.88)确实满足(10.86)和(10.87)，且

k2 = k2
x + k2

y . (10.93)

当 X(x)遍历所有满足(10.89)和(10.90)的一维谐函数，Y (y)遍历素有满足(10.91)和(10.92)的

一维谐函数，组合 X(x)Y (y)就给出了所有满足(10.86)和(10.87)的独立二维谐函数。

思考题：为什么(10.88)形式给出的二维谐函数是完备的，也就是说任意一个

满足(10.91)和(10.92)的二维谐函数都可以分解成形如(10.88)的谐函数的线性

组合？

这样，当两个谐函数 X1(x)Y1(y)和 X2(x)Y2(y)对应的−k2相同，但−k2
x 不同时，

两者也是正交的。这是因为 X1(x), X2(x)是(10.89)和(10.90)给出的一维谐函数，且

对应不同的（一维）本征值（−k2
x），于是 X1(x)X2(x)在 x ∈ [0, l1]内积分为零。这样

二重积分
∫∫

Ω X1(x)Y1(y)X2(x)Y2(y)dxdy =
∫ l2

0 Y1(y)Y2(y)dy
∫ l1

0 X1(x)X2(x)dx显然为零。

也就是说，用 (k,kx)标记的这些本征矢（当 k或者 kx 不同时）自动两两正交

——我们的目的达到了。

思考题：具体求解(10.89)和(10.90)给出的所有 X 以及(10.91)和(10.92)给出的

所有 Y。然后验证(10.88)给出的二维谐函数确实自动两两正交。

这样，在直角坐标系，实际上我们已经解决了问题。二维的对应本征值为 −k2

的谐函数可以写成：

[Acos(kxx)+Bsin(kxx)] [C cos(kyy)+Dsin(kyy)] (10.94)

的形式。其中 A,B,C,D为待定常数，可以根据具体的边界条件确定；各个坐标的

“分波数”kx和 ky和总波数 k之间满足 k2
x + k2

y = k2。

要注意的是对应简并本征值 −k2 的本征矢子空间里的正交基矢选取具有很大

的随意性。所以 (10.94)并不是正交基矢的唯一选取方式，它只是特别适合被拿来

对付长方形区域内的零边界条件问题。对于其他形状的区域（例如圆形区域），单

个的 (10.94)函数通常无法满足零边界条件——虽然理论上它们的线性组合还是可

以满足零边界条件，但使用起来太不方便了，所以我们通常会选取其他坐标系来

描述谐函数。

看到这里，想必你已经可以自己写出三维长方体区域，甚至更高维的方形区

域内的（用直角坐标系描述的）谐函数了。
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例题 51: 把一个边长为 L = 0.2m，热传导方程参数为 a = 10−4m2/s，初始温

度为 T0的均匀正方体金属块投入温度为 2T0的热库。估算多久后，正方体的

中心（即内部距离各个面都为 L/2的点）温度达到 1.5T0。

解答：建立三维直角坐标系 x-y-z使得正方体所在区域 Ω为满足 0 ≤ x ≤ L; 0 ≤ y ≤
L; 0 ≤ z ≤ L的点集。记立方体内温度为 T (t,x,y,z)，则

∂T
∂ t

−a∇2T = 0, (10.95)

T |x=0 = T |x=L = T |y=0 = T |y=L = T |z=0 = T |z=L = 2T0, (10.96)

T |t=0 = T0. (10.97)

显然最后的稳定解 T (t → ∞,x,y,z) = 2T0，所以令 T = u+2T0，代入上面的方程和

边界条件，得到

∂u
∂ t

−a∇2u = 0, (10.98)

u|x=0 = u|x=L = u|y=0 = u|y=L = u|z=0 = u|z=L = 0, (10.99)

u|t=0 = −T0. (10.100)

现在是一个标准的零边界条件问题了。边界条件对应的正交归一化的谐函数为

ψn1,n2,n3(x,y,z) =
(

2
L

)3/2

sin
n1πx

L
sin

n2πy
L

sin
n3πz

L
, n1,n2,n3 ∈ Z+, (10.101)

对应的波数 k满足 k2 =
(n2

1+n2
2+n2

3)π2

L2 。

令

u(t,x,y,z) = ∑
n1,n2,n3

ψn1,n2,n3(x,y,z)cn1,n2,n3(t). (10.102)

初始条件(10.100)等价于

∑
n1,n2,n3

cn1,n2,n3(0)ψn1,n2,n3(x,y,z) =−T0 (10.103)

由谐函数的正交归一性，有

cn1,n2,n3(0) =
∫

Ω
(−T0)ψn1,n2,n3dV =

{
−16

√
2L3/2

n1n2n3π3 T0, if n1,n2,n3 all odd

0, else
(10.104)

从表10.1得知，对无源的热传导方程，

cn1,n2,n3(t) = cn1,n2,n3(0)e
−ak2t = cn1,n2,n3(0)e

−(
n2
1+n2

2+n2
3)π2at

L2 . (10.105)
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代入(10.102)，并考虑到只有 n1,n2,n3 为奇数时系数非零，就可以令 n1 = 2m1 +

1,n2 = 2m2 +1,n3 = 2m3 +1，得到

u=−64T0

π3

∞

∑
m1=0

∞

∑
m2=0

∞

∑
m3=0

sin (2m1+1)πx
L sin (2m2+1)πy

L sin (2m3+1)πz
L

(2m1 +1)(2m2 +1)(2m3 +1)
e−

[(2m1+1)2+(2m2+1)2+(2m3+1)2]π2at

L2 .

(10.106)

问题等价于，何时 u(t, L
2 ,

L
2 ,

L
2 ) =−T0

2，即要求出使得

∞

∑
m1=0

∞

∑
m2=0

∞

∑
m3=0

(−1)m1+m2+m3

(2m1 +1)(2m2 +1)(2m3 +1)
e−

[(2m1+1)2+(2m2+1)2+(2m3+1)2]π2at

L2 =
π3

128
.

(10.107)

成立的 t。

问题看起来似乎有些难，但如果你掌握了 a 的物理意义，就不难找到突破口：要

使得正方体中心的温度有显著的变化，经过的时间必须是 L2

a 的量级。那么很显然

地(10.107)左边的 m1 = m2 = m3 = 0项占绝对主导，其次是 (m1,m2,m3) = (1,0,0),

(0,1,0), (0,0,1)这三项。忽略其他的项，就有

e−
3π2at

L2 − e−
11π2at

L2 ≈ π3

128
. (10.108)

由于 e−
11π2at

L2 已经是一个小量修正，我们先丢弃它得到 e−
3π2at

L2 ≈ π3

128，然后近似估

算出 e−
11π2at

L2 ≈
(

π3

128

)11/3
，代入(10.108)就得到

t ≈
− ln

(
π3

128 +
(

π3

128

)11/3
)

3π2
L2

a
=≈ 18.8s. (10.109)

计算机数值求解 (10.107)得到的结果是 t ≈ 18.8243s。可见我们的估算还是相当靠

谱的。

10.4 第10章习题

习题 115: 设直角坐标系的标量场 f (x,y)和 g(x,y)在椭圆 x2 + 2y2 = 1上的取值均

为零。它们在椭圆内部取值不处处为零，且分别满足

∇2 f =− f ,



182 Chapter 10.分离变量法和谐函数概述

以及

∇2g =−2g.

那么在椭圆内部的积分 ∫∫
x2+2y2<1

f (x,y)g(x,y)dxdy

等于多少？

习题 116:设在三维空间以原点为球心的单位球内，球坐标系的非常数函数 f (r,θ ,ϕ)
和 g(r,θ ,ϕ)分别满足

∇2 f = a f ,

∇2g = bg,

a,b均为实常数。

已知在单位球的表面 (即 r = 1处）上，∂ f
∂ r 和

∂g
∂ r 均处处为零。且已知积分∫ 1

0
dr
∫ π

0
dθ
∫ 2π

0
f (r,θ ,ϕ)g(r,θ ,ϕ)r2 sinθdϕ = a+b.

那么 (a−b)2等于多少？

习题 117: 设方程 cotx+ x = 0的（按从小到大排列的）第 n个正数解为 αn。计算

积分 ∫ 1

0
sin

(α1 +α4)x
2

sin
(α1 −α4)x

2
sin

(α2 +α3)x
2

sin
(α2 −α3)x

2
dx

的值。

习题 118: 两端固定的，长度为 L的均匀弦的横向小振动 u(x, t) (0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0)满

足初始条件：

u|t=0 = Asin
πx
L

cos
2πx

L
.

其中 A是常量，以及
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

设弦振动方程的波速参数为 a，则在 t = L
a 时刻，弦的中点的横向位移（即 u(L

2 ,
L
a )）

是 A的多少倍？

习题 119: 在 x ∈ [0,L], t ∈ [0,∞)内，求解有源的热传导方程

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 =

1
τ

sin
πx
L

e−
aπ2t
L2 .

边界条件为

u|x=0 = u|x=L = 0.

初始条件为

u|t=0 = 0.
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习题 120: 长度为 L 的导热棒一端和温度为 T0 的热库接触，并在 t = 0 时刻和

热库处于热平衡。从 t = 0 时刻开始，在导热棒的另一端注入恒定大小为 j 的热

流。设已知导热棒的导热系数 λ 和热传导方程参数 a，求解导热棒上温度 u(x, t)

(0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0)。

习题 121: 两端固定的，长度为 L的均匀弦的横向小振动 u(x, t) (0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0)满

足初始条件：

u|t=0 =
Ax3(L− x)3

L6 .

其中 A是常量，以及
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

设弦振动方程的波速参数为 a，求解 u(x, t)。

习题 122: 把一个边长为 L = 0.2m，热传导方程参数为 a = 10−4m2/s，初始温度为

T0 的均匀正方体金属块的某一面和 2T0 的热库接触，其他面均保持孤立。请估算：

至少要多久后，正方体所有部位的温度均超过 1.5T0。

习题 123: 求解一端固定，另一端正弦驱动的弦振动 u(x, t)：
∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0,

u|x=0 = 0,

u|x=L = Asin(
nπa

L
t),

u|t=0 = 0,
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0.

这里 x ∈ [0,L], t ∈ [0,∞)；A是已知常量。

（提示：令 u(x, t) = υ(x, t)+ Ax
L sin(nπa

L t)转化为零边界条件的问题。）

习题 124: 考虑空气阻力对长度为 L的均匀柔软弦的横向小振动的影响：假设单位

长度的弦所受的空气阻力和弦的横向位移速度成正比，弦的振动方程就修正为

∂ 2u
∂ t2 +

1
τ

∂u
∂ t

−a2 ∂ 2u
∂x2 = 0,

其中的阻尼时间 τ ≫ L
a 为常量。设初始条件为

u|t=0 = Asin
πx
L
,

∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0

求解 u(x, t)。

习题 125: 设 a,b,c为三个已知的非零实数。计算极限

lim
x→0

x
∞

∑
m1=0

∞

∑
m2=0

∞

∑
m3=0

cos[(2m1 +1)ax]cos[(2m2 +1)bx]cos[(2m3 +1)cx]
(2m1 +1)2 +(2m2 +1)2 +(2m3 +1)2





11.正交曲面坐标系中的谐函数

从这一章开始，我们以极坐标系，柱坐标系，和球坐标系为例来研究正交曲面

坐标系中的谐函数。

如果允许谐函数取复值，直角坐标系的谐函数还可以统一写成 eik·x （这里未

作归一化）的形式，其中 k是波矢，其长度等于波数 k。所以傅立叶变换的本质是

把一个函数按照直角坐标系的谐函数展开。

在这一章的讨论中，我们也会时不时用书写更加方便的复值函数来表示谐函

数。唯一要注意的是区域 Ω内复函数 f ,g的内积的定义是

∫
Ω

f †gdV. (11.1)

也就是说，当你把一个函数 f (x)按照复值的谐函数 ψ1(x),ψ2(x) . . .展开时，展开
系数

cn =
∫

Ω
ψ†

n f dV. (11.2)

此外，这时你可以把零边界条件下的 ∇2算符看成厄米算符（实对称矩阵当然是厄

米矩阵），厄米算符的不同本征值对应的本征矢还是自动正交，所以谐函数正交定

理仍然成立。

在求解一般正交曲面坐标系标中的数理方程时，我们需要对一些特殊函数进

行积分计算归一化系数。下面的定理给出了统一的解决方案。
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∇2算符的本征函数归一化定理: 设带参量 k的函数 ψ(k;x)是区域 Ω内拉普
拉斯算符的本征值为 −k2 的本征函数：即对任意 k > 0以及 x ∈ Ω，∇2ψ =

−k2ψ。
那么对 k > 0，有∫

Ω
ψ2dV =

1
2k

∫
∂Ω

[
(∇ψ)⊥

∂ψ
∂k

−ψ
∂ (∇ψ)⊥

∂k

]
dS. (11.3)

证明：在方程

∇2ψ =−k2ψ, (11.4)

两边对参量 k求偏导，得到

∇2 ∂ψ
∂k

=−2kψ − k2 ∂ψ
∂k

. (11.5)

在(11.4)两边乘以 ∂ψ
∂k ，在(11.5)两边乘以 ψ，然后相减，得到：

∂ψ
∂k

∇2ψ −ψ∇2 ∂ψ
∂k

= 2kψ2. (11.6)

于是 ∫
Ω

ψ2dV =
1
2k

∫
Ω

(
∂ψ
∂k

∇2ψ −ψ∇2 ∂ψ
∂k

)
dV

=
1
2k

∫
Ω

∇ ·
(

∂ψ
∂k

∇ψ −ψ∇
∂ψ
∂k

)
dV

=
1
2k

∫
∂Ω

[
∂ψ
∂k

(∇ψ)⊥−ψ
∂ (∇ψ)⊥

∂k

]
dS (11.7)

当讨论复函数时，上述定理及证明过程修改如下：

∇2 算符的本征函数归一化定理（复内积版本）: 设带参量 k 的函数 ψ(k;x)
是区域 Ω内拉普拉斯算符的本征值为 −k2的本征函数：即对任意 k > 0以及

x ∈ Ω，∇2ψ =−k2ψ。
那么对 k > 0，有∫

Ω
|ψ|2 dV =

1
2k

∫
∂Ω

[
(∇ψ∗)⊥

∂ψ
∂k

−ψ∗∂ (∇ψ)⊥
∂k

]
dS. (11.8)

证明：在方程

∇2ψ =−k2ψ, (11.9)
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两边对参量 k求偏导，得到

∇2 ∂ψ
∂k

=−2kψ − k2 ∂ψ
∂k

. (11.10)

在(11.9)两边取共轭并乘以 ∂ψ
∂k ，在(11.10)两边乘以 ψ∗，然后相减，得到：

∂ψ
∂k

∇2ψ∗−ψ∗∇2 ∂ψ
∂k

= 2k |ψ|2 . (11.11)

于是 ∫
Ω
|ψ|2 dV =

1
2k

∫
Ω

(
∂ψ
∂k

∇2ψ∗−ψ∗∇2 ∂ψ
∂k

)
dV

=
1
2k

∫
Ω

∇ ·
(

∂ψ
∂k

∇ψ∗−ψ∗∇
∂ψ
∂k

)
dV

=
1
2k

∫
∂Ω

[
∂ψ
∂k

(∇ψ∗)⊥−ψ∗∂ (∇ψ)⊥
∂k

]
dS (11.12)

现在我们做好了一切准备。深呼吸，准备面对各种坐标系中的谐函数（特殊函

数）的挑战吧！

11.1 极坐标系的谐函数

在二维平面上的极坐标系 r-θ 中，谐函数 ψ 满足：

1
r

∂
∂ r

(
r

∂ψ
∂ r

)
+

1
r2

∂ 2ψ
∂θ 2 =−k2ψ. (11.13)

我们还是用分离变量的老办法，选取形如 ψ(r,θ) = R(r)Θ(θ) 的一组独立本征矢。
这时(11.13)成为

Θ′′

Θ
=−k2r2 − r(rR′)′

R
. (11.14)

由于方程左边是 θ 的函数，右边是 r的函数，两者要恒等只能是等于某个常数 λ。
先从物理上判断 λ = Θ′′

Θ 的符号。我们使用极坐标的谐函数通常是用来解决圆

盘、圆环、扇形、扇环等区域内的零边界数理方程问题。如果是圆盘或者圆环区域，

那么 θ 无边界，但是任何物理的解必须对 θ 是周期为 2π 的函数。这时的解只能
是 Θ = Acos(mθ)+Bsin(mθ)（m为整数），对应的 λ =−m2 ≤ 0。如果是扇形或者

扇环区域，那么对应的 θ 边界处会有零边界条件，Θ相当于是一个一维的谐函数，
其本征值仍然不能是正的。
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因此，我们总是可以令 λ =−ν2（ν ≥ 0），取对应的解

Θ = Acos(νθ)+Bsin(νθ). (11.15)

记住，对圆盘或者圆环而言 ν 必须是整数。
现在来考虑 R(r)，它满足方程：

d2R
dr2 +

1
r

dR
dr

+

(
k2 − ν2

r2

)
R = 0. (11.16)

这个方程看似带着两个参数 k,ν，实际上如果我们把无量纲量 s ≡ kr 作为自变量，
就可以消去对 k的依赖，得到

d2R
ds2 +

1
s

dR
ds

+

(
1− ν2

s2

)
R = 0. (11.17)

方程 (11.17)称为贝塞尔（Bessel）方程。它有两个线性独立的解 R = Jν(s)和

R = Nν(s)，其中

第一类贝塞尔函数 Jν(s)的定义:

Jν(s)≡
∞

∑
n=0

(−1)n

n!(n+ν)!

( s
2

)2n+ν
, (s ≥ 0). (11.18)

其中 ν 称为贝塞尔函数的阶数，可以取任意实数。当 ν < 0时，定义域范围

要改为 s > 0。

第二类贝塞尔函数 Nν(s)的定义:

Nν(s)≡ lim
α→ν

Jα(s)cos(απ)− J−α(s)
sin(απ)

, (s > 0). (11.19)

当 ν 不是整数时，右边可以跳过取极限的过程令 α = ν 直接取值。

在定义 (11.18)中的阶数 ν 不是整数时， 1
(n+ν)! 要理解为

1
Γ(n+ν+1)，并要注意

当 n+ν +1 = 0,−1,−2, . . . 时， 1
Γ(n+ν+1) = 0（关于这个结论可以参考第4章末尾习

题），也就是说右边 n+ ν 为负整数的项其实都可以扔掉。当 ν 是整数时，由于
2n+ν ≥ n+ν ≥ 0的项才出现，不存在 s的负次幂项，这样就可以去掉 s ≥ 0的限

制，把 Jν 定义在全复平面上。即整数阶第一类贝塞尔函数可以解析延拓到全复平
面上。

撇开这些看起来有些莫名其妙的定义是如何来的不谈，如果你的目的只是求

解数理方程，那么你几乎只要知道一件事情：对 ν ≥ 0，Jν(s)在 s ∈ [0,∞)内都行为
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良好，而 Nν(s)在 s = 0处是发散的。这样，对于包含 r = 0的区域（即 s = kr = 0

物理上能取到的情况），就要排除 Nν(s)这个解。于是我们有下述结论：

圆盘或者扇形等（包含极坐标 r = 0的）区域内的谐函数通解:

ψ = Jν(kr) [Acos(νθ)+Bsin(νθ)] , (k > 0,ν ≥ 0) (11.20)

其中 A，B为待定常数。当区域包含所有的 θ 范围（例如圆盘）时，ν 必须
取非负整数。

圆环或者扇环等（不包含极坐标 r = 0的）区域内的谐函数通解:

ψ = [CJν(kr)+DNν(kr)] [Acos(νθ)+Bsin(νθ)] , (k > 0,ν ≥ 0) (11.21)

其中 A，B，C，D为待定常数。当区域包含所有的 θ 范围（例如圆环）时，ν
必须取非负整数。

现在我们可以说既解决了问题（求出了谐函数），又几乎什么都没解决（对 Jν

和 Nν 除了莫名其妙的定义之外一无所知）。为了让你有学到了很多东西的感（错）

觉，我决定还是稍微介绍下 Jν 和 Nν 这两位新朋友。

11.2 柱函数的性质

我们先来说明第一类和第二类贝塞尔函数都是贝塞尔方程的解。

把定义式 (11.18)逐项求导两次，得到

d
ds

Jν(s) =
∞

∑
n=0

(−1)n

n!(n+ν)!
2n+ν

s

( s
2

)2n+ν
, (11.22)

d2

ds2 Jν(s) =
∞

∑
n=0

(−1)n

n!(n+ν)!
(2n+ν)(2n+ν −1)

s2

( s
2

)2n+ν
. (11.23)
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于是

d2Jν(s)
ds2 +

1
s

dJν(s)
ds

+

(
1− ν2

s2

)
Jν(s) (11.24)

=
∞

∑
n=0

(−1)n

n!(n+ν)!

( s
2

)2n+ν
(
(2n+ν)(2n+ν −1)

s2 +
2n+ν

s2 − ν2

s2

)
+ Jν(s)

=
∞

∑
n=0

(−1)n

n!(n+ν)!

( s
2

)2n+ν 4n(n+ν)
s2 + Jν(s)

=
∞

∑
n=1

(−1)n

(n−1)!(n−1+ν)!

( s
2

)2(n−1)+ν
+ Jν(s)

=
∞

∑
m=0

(−1)m+1

m!(m+ν)!

( s
2

)2m+ν
+ Jν(s)

= 0.

也就是说，Jν(s)确实是贝塞尔方程 (11.17)的解。

把上述推导过程的 ν 换成 −ν，就可以证明 J−ν(s)同样是 (11.17)的解。当 ν
不是整数时，作为 Jν 和 J−ν 的线性组合的 Nν 当然也是贝塞尔方程的解。又贝塞

尔方程的参数都是对于 ν 连续的，所以 ν 是整数时，Nν 同样是贝塞尔方程的解。

但是，为什么我取 Jν 和 Nν，而不是直接取 Jν 和 J−ν 来作为贝塞尔方程的两个独

立的解呢？

问题出在 ν 是整数的情况。

整数阶第一类贝塞尔函数 Jm满足：:

J−m(s)≡ (−1)mJm(s). (11.25)

也就是说，当 ν 是整数时，J−ν 和 Jν 并不是独立的两个函数。而我们后面会

看到，无论 ν 是否为整数，Jν 和 Nν 都是独立的两个函数。实际上，当 ν 等于整数
m时，根据洛彼达法则有

Nm =
1
π

∂ [Jν − (−1)mJ−ν ]

∂ν
|ν=m. (11.26)

也就是说，整数阶 Nm并不是 Jm和 J−m的线性组合，所以它和 Jm线性独立这件事

情至少不应该使你惊讶。

思考题：请用定义式 (11.18)直接证明 (11.25)。

两类贝塞尔函数除了都是贝塞尔方程的解之外，还满足很多相同的性质，很

多时候没有必要分开来讨论。因此，我们把Jν，Nν 或者它们的某个固定线性组合
（线性组合系数不能依赖于 ν）叫做“柱函数”。我们会用用抽象的符号 Zν 或者Wν

来表示阶数为 ν 的柱函数（不同的字母 Zν，Wν 代表的柱函数中 Jν 和 Nν 的线性组
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合系数可以不同）。除了 Jν 和 Nν 本身是柱函数之外，常见的柱函数还有第一类汉

克耳（Hankel）函数 H(1)
ν ≡ Jν + iNν 和第二类汉克耳函数 H(2)

ν ≡ Jν − iNν。

思考题：对于整数 m以及 s > 0，证明第二类贝塞尔函数具有和(11.25)类似

的性质

N−m(s) = (−1)mNm(s). (11.27)

从而对任何柱函数 Zν 以及整数 m，均有 Z−m(s) = (−1)mZm(s)。

11.2.1 柱函数的递推公式

直接利用定义(11.18)和(11.19)，可以证明

柱函数的第一条递推性质: 设 Zν 为 ν 阶柱函数

d
ds

[sνZν(s)] = sνZν−1(s). (11.28)

以及

柱函数的第二条递推性质: 设 Zν 为 ν 阶柱函数

d
ds

[
s−νZν(s)

]
=−s−νZν+1(s). (11.29)

这两条递推关系还能重新组合写成如下的等价形式：

Zν−1(s)−Zν+1(s) = 2Z′
ν(s), (11.30)

Zν−1(s)+Zν+1(s) =
2ν
s

Zν(s). (11.31)

例题 52: 计算不定积分
∫

s3J0(s)ds

解答：根据(11.28)，有 sJ0(s) = d
ds (sJ1(s))，于是可以分部积分∫

s3J0(s)ds =
∫

s2d (sJ1(s))

= s3J1(s)−
∫

2s2J1(s)ds

= s3J1(s)−2s2J2(s) (11.32)
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显然，对非负整数 n,m，只要 n，m奇偶性不同，就能用这个例题的办法计算出不

定积分
∫

snZm(s)ds（Zm为 m阶柱函数）。

从定义式 (11.18)和 (11.19)很容易验证 J±1/2和 N±1/2都是初等函数：

J1/2(s) = N−1/2(s) =

√
2

πs
sins, (11.33)

J−1/2(s) =−N1/2(s) =

√
2

πs
coss. (11.34)

再利用递推公式 (11.28)和 (11.29)，我们可以得到所有的半奇数阶贝塞尔函数都是

初等函数的结论。

11.2.2 两类贝塞尔函数在零附近的渐近行为

我们来考虑当 s → 0+时贝塞尔函数的渐近行为。这是比较容易的，因为 Jν 的

定义式就是以 s的幂级数形式出现。

对第一类贝塞尔函数，我们取(11.18)的最低阶和次低阶项来作为 Jν 的近似。

不过要注意 ν 是负整数时，最低项要从 n =−ν 开始算。

Jν 在 0+处的渐近公式: 当 s → 0+时，

如果 ν 不是负整数，

Jν(s)≈
1
ν!

( s
2

)ν
(

1− s2

4(1+ν)
+

s4

32(1+ν)(2+ν)

)
, (11.35)

如果 ν 是负整数，

Jν(s)≈
(−1)−ν

(−ν)!

( s
2

)−ν
(

1− s2

4(1−ν)
+

s4

32(1−ν)(2−ν)

)
, (11.36)

注意这个结果并不是说 Jν 在 ν 为负整数处不连续。实际上，当 s → 0+且 ν 接
近负整数时，(11.35)右边的分母 ν!趋向于无穷大，(11.35)右边成为 ∞

∞ 型的不定式。

(11.36)只是对该不定式的一个特殊逼近方向的渐近行为做了说明而已。

好吧，如果你还是用怀疑的目光看着我，我就只好上图了。请看图11.1并自行

理解为什么 Jν(s)对 ν 的连续性和 (11.35)、(11.36)并不产生矛盾。

第二类贝塞尔函数的情况比较复杂，我们只考虑主导项。

当 ν > 0且不是整数时，Jν(s)∼ sν，J−ν ∼ s−ν，因此 Nν 会由 J−ν 主导：

Nν(s)≈− J−ν(s)
sin(νπ)

≈− 1
(−ν)! sin(νπ)

( s
2

)−ν
. (11.37)

利用 Γ函数互余宗量关系(4.30)，(−ν)! = Γ(1−ν) = π
sin(νπ)Γ(ν)，上式成为

Nν(s)≈−Γ(ν)
π

( s
2

)−ν
. (11.38)
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Figure 11.1: Jν(s)和 Nν(s)在 ν =−1附近对 ν 的连续性。

当 ν < 0且不是整数时，Nν 就由 Jν 主导：

Nν(s)≈
Jν(s)cos(νπ)

sin(νπ)
≈ cos(νπ)

ν! sin(νπ)

( s
2

)ν
. (11.39)

利用 Γ函数互余宗量关系(4.30)，ν! = Γ(1+ν) =− π
sin(νπ)Γ(−ν)，上式成为

Nν(s)≈−Γ(−ν)cos(νπ)
π

( s
2

)ν
. (11.40)

通过使用 Γ函数的互余宗量关系(4.30)，我们得到的 (11.38)在 ν 趋向于正整
数，以及 (11.40)在 ν 趋向于负整数时，都不会变成不定式。所以这两个结果对于
正整数和负整数也都是分别适用的。我们只需额外讨论 ν = 0的情况。这时我们需

要同时保留 Jν 和 J−ν 的贡献。利用 (11.26)，有

N0(s) =
1
π

∂ [Jν(s)− J−ν(s)]
∂ν

∣∣∣∣
ν=0

=
2
π

∂ Jν(s)
∂ν

∣∣∣∣
ν=0

. (11.41)

利用最低阶的渐近表达式 Jν ≈ 1
Γ(1+ν)

( s
2

)ν，以及(4.39)，上式成为：

N0(s)≈
2
π

[
ln

s
2
−Γ′(1)

]
=

2
π

(
ln

s
2
+ γ
)
. (11.42)
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这里 γ = 0.5772 . . .是欧拉常数。

最后总结起来就有

Nν 在 0+处的渐近公式: 当 s → 0+时，

如果 ν > 0,

Nν(s)≈−Γ(ν)
π

( s
2

)−ν
. (11.43)

如果 ν = 0，

N0(s)≈
2
π

(
ln

s
2
+ γ
)
. (11.44)

如果 ν < 0

Nν(s)≈−Γ(−ν)cos(νπ)
π

( s
2

)ν
. (11.45)

例题 53: 对 ν >−1，a > 0，b > 0，证明

lim
s→0+

s
[

Jν(as)
d
ds

Jν(bs)− Jν(bs)
d
ds

Jν(as)
]
= 0. (11.46)

解答：利用 (11.35)，有

lim
s→0+

s
[

Jν(as)
d
ds

Jν(bs)− Jν(bs)
d
ds

Jν(as)
]

= lim
s→0+

s
[

1
ν!

(as
2

)ν 1
s(ν −1)!

(
bs
2

)ν (
1+O(s2)

)
− 1

ν!

(
bs
2

)ν 1
s(ν −1)!

(as
2

)ν (
1+O(s2)

)]
= lim

s→0+
O
(
s2ν+2)

= 0

11.2.3 朗斯基（Wronskian）行列式

朗斯基（Wronskian）行列式定理: 对于同阶的两个柱函数 Zν 和 Wν，

s [Zν(s)W ′
ν(s)−Wν(s)Z′

ν(s)]是和 s无关的常数。

证明：把贝塞尔方程

Z′′
ν(s)+

1
s

Z′
ν(s)+

(
1− ν2

s2

)
Zν(s) = 0 (11.47)
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写成等价的形式：

(sZ′
ν(s))

′ =−s
(

1− ν2

s2

)
Zν(s). (11.48)

同样有

(sW ′
ν(s))

′ =−s
(

1− ν2

s2

)
Wν(s). (11.49)

把(11.49)两边乘以 Zν(s)，(11.48)两边乘以Wν(s)，然后相减，得到：

(sW ′
ν(s))

′Zν(s)− (sZ′
ν(s))

′Wν(s) = 0. (11.50)

上式等价于

d
ds

[
sW ′

ν(s)Zν(s)− sZ′
ν(s)Wν(s)

]
= 0. (11.51)

证毕。

例题 54: 对所有实数 ν 证明恒等式

Jν(s)N′
ν(s)−Nν(s)J′ν(s) =

2
πs

. (11.52)

解答：由Wronski行列式定理，可以知道 s [Jν(s)N′
ν(s)−Nν(s)J′ν(s)]是和 s无关的

常数。当 ν 不是整数时，根据 Nν 的定义 (11.19)可以得到

s
[
Jν(s)N′

ν(s)−Nν(s)J′ν(s)
]
=

s
[
J−ν(s)J′ν(s)− Jν(s)J′−ν(s)

]
sin(νπ)

. (11.53)

由于这是个常数，所以可以令 s → 0+来计算它。利用 (11.35)即有，

s
[
J−ν(s)J′ν(s)− Jν(s)J′−ν(s)

]
sin(νπ)

=
2

Γ(1−ν)Γ(ν)sin(νπ)
=

2
π
. (11.54)

在最后一步我们使用了 Γ函数的互余宗量关系(4.30)。

两类贝塞尔函数在无穷远处的渐近行为

在贝塞尔方程(11.17)中令 R = U√
s，化简后可以得到

U ′′+

(
1−

ν2 − 1
4

s2

)
U = 0. (11.55)
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我们先来看
∣∣∣∣ν2− 1

4
s2

∣∣∣∣≪ 1可以忽略的情况。这时方程成为了 U ′′+U = 0，其实数解

具有 U ∝ cos(s+ ϕ) 的形式，这里的 ϕ 是某待定相位。那么，贝塞尔方程的解在∣∣∣∣ν2− 1
4

s2

∣∣∣∣≪ 1的情况下具有“无穷远处渐近公式”：

Jν(s)≈
Aν√

s
cos(s+ϕν) , s → ∞. (11.56)

这里的振幅 Aν > 0（否则可以通过把相位 ϕν 增加 π 做到）。
要获得 Aν 和 ϕν 的表达式并不是那么容易的事情——通常是先推导任意阶贝

塞尔函数的积分表示（这比后面会介绍的整数阶贝塞尔函数的积分表示要更复杂），

然后用最陡下降法获得渐近公式，整个计算过程比较冗长。我们这里尝试用带有

一定猜测性质的方法来得出 Aν 和 ϕν。

先来看 Jν 的递推公式(11.28)，令 s → ∞，有

d
ds

[
Aνsν−1/2 cos(s+ϕν)

]
≈ Aν−1sν−1/2 cos(s+ϕν−1) . (11.57)

要使上式的主导项（∼ sν−1/2）左右相等，则必须 Aν = Aν−1，ϕν = ϕν−1− π
2。满足

这个递推式的最简单情况是：Aν =C1，ϕν = −νπ
2 +C2，这里的 C1 > 0和 C2 均是

和 ν 无关的（真正定死的）常数，也就是说：

Jν(s)≈
C1√

s
cos
(

s− νπ
2

+C2

)
, s → ∞. (11.58)

上式有很大的猜测的成分，所以完全谈不上是一个证明。不过，我们暂时还顾不上

为这个缺憾惋惜，先确定C1，C2的值才是当务之急。

在 (11.54)左边令 s → ∞，并利用(11.58)，即有

C2
1 =

2
π
. (11.59)

于是，

Jν(s)≈
√

2
πs

cos
(

s− νπ
2

+C2

)
, s → ∞. (11.60)

撇开中间我们耍了很大一个滑头不说，我们现在离目标只有一步之遥！

当 ν =−1/2时，方程 (11.55)严格地成为U ′′+U = 0，所以 (11.60)将会是严

格的等式而非渐近表达式。于是

J−1/2(s) =

√
2

πs
cos
(

s+
π
4
+C2

)
. (11.61)

和(11.34)比较，立刻得到C2 =−π
4。终于大功告成！
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利用(11.19)你很容易从 Jν 的渐近表达式推出 Nν 的渐近表达式。整理后，结

论如下：

贝塞尔函数在 ∞处的渐近公式: 当
∣∣∣∣ν2− 1

4
s2

∣∣∣∣≪ 1时

Jν(s) ≈
√

2
πs

cos
(

s− νπ
2

− π
4

)
. (11.62)

Nν(s) ≈
√

2
πs

sin
(

s− νπ
2

− π
4

)
. (11.63)

现在 Jν 和 Nν 是两个独立的函数这件事就很清楚了——我们实际上是在无穷

远处取了正交的两个函数分别叫做第一类和第二类贝塞尔函数。

另外，我们也理解了为什么要定义汉克耳函数，两类汉克耳函数分别具有如

下的渐近形式：

H(1)
ν (s) ≈

√
2

πs
ei(s− νπ

2 − π
4 ) (11.64)

H(2)
ν (s) ≈

√
2

πs
e−i(s− νπ

2 − π
4 ) (11.65)

11.2.4 两类贝塞尔函数的大致图像

根据前面的分析，两类贝塞尔函数的振荡行为都是从 s ∼
√∣∣ν2 − 1

4

∣∣附近开始，
然后振幅以 ∝ s−1/2的形式衰减，振荡周期大致是 2π 左右。如果非要给个很粗糙的
估算：两类贝塞尔函数的最大峰值（即第一个峰顶）大致分别在 s ∼

√∣∣ν2 − 1
4

∣∣+ π
2

处（第一类）和 s ∼
√∣∣ν2 − 1

4

∣∣+π 处（第二类）取到。图11.2和图11.3分别给出了

若干个第一类和第二类贝塞尔函数的图像，和我们预期的行为非常一致。

思考题：你能大致勾勒出 J100(s)的函数图像吗？

11.2.5 第一类贝塞尔函数的三个正交定理

下面我们介绍和 Jν 相关的若干个积分。为此，我们现介绍一个引理：

柱函数积分引理: 设 Zν 为 ν 阶柱函数，a,b > 0，则

d
ds

[
sZν(as)

d
ds

Zν(bs)− sZν(bs)
d
ds

Zν(as)
]
= (a2−b2)sZν(as)Zν(bs). (11.66)

证明：柱函数 Zν 满足贝塞尔方程：

1
x

d
dx

[
x

d
dx

Zν(x)
]
+

(
1− ν2

x2

)
Zν(x) = 0. (11.67)
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Figure 11.2: 第一类贝塞尔函数 J0(s)，J1(s)，J2(s)，和 J10(s)。

把 x换成 bs，并且两边同乘以 b2即有

1
s

d
ds

[
s

d
ds

Zν(bs)
]
+

(
b2 − ν2

s2

)
Zν(bs) = 0. (11.68)

两边同乘以 sZν(as)，得到

Zν(as)
d
ds

[
s

d
ds

Zν(bs)
]
+

(
b2 − ν2

s2

)
sZν(bs)Zν(as) = 0. (11.69)

上述推导过程中如果交换 a和 b，就能得到

Zν(bs)
d
ds

[
s

d
ds

Zν(as)
]
+

(
a2 − ν2

s2

)
sZν(bs)Zν(as) = 0. (11.70)

(11.69)减去(11.70)，即得证。

下面我们依次介绍 Jν 的三个积分定理：
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Figure 11.3: 第二类贝塞尔函数 N0(s)，N1(s)，N2(s)，和 N10(s)。

第一类贝塞尔函数的第一正交定理: 设 ν >−1，µi, µ j 是 Jν 从小到大排列的

第 i个和第 j个正实数根，则

∫ 1

0
sJν(µis)Jν(µ js)ds = δi j

[Jν+1(µi)]
2

2
. (11.71)

证明：先考虑 i ̸= j的情况。令柱函数积分引理(11.66)中的 a = µi, b = µ j，并两边

从 0到 1进行积分。就有

0 = (µ2
i −µ2

j )
∫ 1

0
sJν(µis)Jν(µ js). (11.72)

注意左边得出积分为零要用到 (11.46)。

于是显然 µi ̸= µ j 时，
∫ 1

0 sJν(µis)Jν(µ js)ds = 0。再考虑 i = j的情况，这时令柱函

数积分引理(11.66)中的 a = µi + ε , b = µi，并两边从 0到 1积分。保留到 ε 的一阶
小量，有

εµi
[
J′ν(µi)

]2
= 2µiε

∫ 1

0
sJν(µis)Jν(µ js). (11.73)
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两边约去 ε，有∫ 1

0
sJν(µis)Jν(µ js)ds = δi j

[J′ν(µi)]
2

2
. (11.74)

利用递推公式(11.29)，可以得到 J′ν(µi) =−Jν+1(µi)。证毕。

第一类贝塞尔函数的第二正交定理: 设 ν >−1，λi, λ j 是 Jν 从小到大排列的

第 i个和第 j个正实数稳定点（即 J′ν 的正实数零点），则

∫ 1

0
sJν(λis)Jν(λ js)ds = δi j

(
1− ν2

λ 2
i

)
[Jν(λi)]

2

2
. (11.75)

在 ν = 0时，还允许取 λi, λ j 为零，这时右边的不定式 ν2

λ 2
i
要取零值。

详细的过程和第一正交定理完全类似——除了最后要使用贝塞尔方程把 J′′ν(λi)

转化为 −
[
1− ν2

λ 2
i

]
Jν(λi)。就留给读者去完成了。

对无穷大区域，常用的是下面的

第一类贝塞尔函数的第三正交定理: 设 ν >−1，k1,k2 > 0，则∫ ∞

0
Jν(k1r)Jν(k2r)rdr =

δ (k1 − k2)

k1
. (11.76)

证明：设 Jν 的所有正实数零点按照从小到大排列为 µ1 < µ2 < µ3 < .. .。

对实数 k1
k2
，总存在两个正整数序列：p1 < p2 < p3 < .. .，q1 < q2 < q3 < .. .，使得

当 n → ∞，分数 pn
qn
无限逼近 k2

k1
。

利用 (11.62)，可以知道当 N 很大时，Jν 的第 N 个零点大致是 Nπ，因此

lim
n→∞

µpn

µqn

= lim
n→∞

pn

qn
=

k2

k1
.

令 Rn ≡
µqn
k1
，s ≡ r

Rn
，则根据(11.71)有

∫ Rn

0
Jν

(
µqn

Rn
r
)

Jν

(
µpn

Rn
r
)

rdr = R2
n

∫ 1

0
sJν
(
µqns

)
Jν (µpns)ds = R2

nδpnqn

[
Jν+1(µqn)

]2
2

.

(11.77)

注意到

k1 =
µqn

Rn
= lim

n→∞

qnπ
Rn

, (11.78)

和

k2 =
µqn

Rn

k2

k1
= lim

n→∞

qnπ
Rn

pn

qn
= lim

n→∞

pnπ
Rn

. (11.79)
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根据 δ 函数的复合函数规则(5.21)，有

δ (k1 − k2) = lim
n→∞

Rn

π
δpnqn . (11.80)

注意 δpnqn 的函数图像是宽为 1，高为 1的“单位面积脉冲”。经过复合函数的变换，

变成了高为 Rn
π → ∞，宽为 π

Rn
的真正脉冲形状函数。

(11.80)也可以写成

lim
n→∞

R2
n

µqn

δpnqn = π
δ (k1 − k2)

k1
. (11.81)

现在可以让(11.77)两边 n → ∞，得到∫ ∞

0
Jν(k1r)Jν(k2r)rdr =

π
2

δ (k1 − k2)

k1
lim
n→∞

µqn

[
Jν+1(µqn)

]2
. (11.82)

最后利用渐近公式(11.62)，知道 Jν+1和 Jν相位相差 π
2，因此 limn→∞ µqn

[
Jν+1(µqn)

]2
=

2
π。于是命题得证。

对具体物理问题中的 Jν 积分，这一小节介绍的积分公式实际上可以用(11.3)更

快地导出。我之所以如此大费周章，是为了把结论推广到 ν > −1 的最一般情形。

换句话说，这（令你窒息的）整节都和是和解数理方程关系不大的次要情节。

11.2.6 整数阶第一类贝塞尔函数的特殊性质

整数阶的第一类贝塞尔函数 Jm（m ∈ Z）是全复平面上的解析函数，所以在这

一节中我将默认使用自变量 x（而不是 s = kr ≥ 0）。

整数阶 Jm具有一些独特的性质，最为人所知的莫过于

整数阶第一类贝塞尔函数的积分表示: 设 m为整数，则

Jm(x) =
1

2π

∫ a+2π

a
ei(xsinθ−mθ)dθ . (11.83)

这里的 a可以是任意固定的复数。

证明：由于被积函数的周期为 2π，显然当 a的实部变化时右边积分不变。当 a的

虚部变化时，用柯西定理也可以验证积分不变。所以我们只要对任何一个特殊的 a

进行证明。下面我们选择 a =−π。
把 f (x) = 1

2π
∫ π
−π ei(xsinθ−mθ)dθ 进行泰勒展开，其 n次系数为

cn =
1

2πn!

∫ π

−π
(isinθ)ne−imθ dθ
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转化为单位圆上的围道积分：

cn =
1

2π2nn!

∮
(z− 1

z
)n 1

zm
dz
iz

=
1

2πi

∮ n

∑
k=0

1
2nk!(n− k)!

(−1)kzn−2k−m−1dz (11.84)

根据留数定理，仅有的非零项为 c2k+m = (−1)k

k!(m+k)!22k+m，和 Jm 的级数定义相同。证

毕。

把积分式右边用欧拉公式展开，发现虚部为奇函数，积分为零；而实部为偶函

数。所以整数阶贝塞尔函数的积分表示还可以写成

Jm(x) =
1
π

∫ π

0
cos(xsinθ −mθ)dθ . (11.85)

贝塞尔函数的也可以看成带参数的函数展开式中的系数：

整数阶第一类贝塞尔函数的母函数公式:

e
x
2 (t−

1
t ) =

∞

∑
n=−∞

Jn(x)tn. (11.86)

证明：

e
x
2 (t−

1
t ) = e

xt
2 e−

x
2t

=
∞

∑
m=0

1
m!

(xt
2

)m ∞

∑
k=0

1
k!

(
− x

2t

)k

=
∞

∑
n=−∞

(
∑
k=0

(−1)k

k!(n+ k)!

(x
2

)2k+n
)

tn

=
∞

∑
n=−∞

Jn(x)tn (11.87)

整数阶 Jm 的母函数公式和积分表示有非常紧密的联系。在母函数公式中令

t = eiθ，即得到

eixsinθ =
∞

∑
n=−∞

Jn(x)einθ . (11.88)

两边乘以 e−imθ 并从 −π 积分至 π，即得到 Jm的积分表示。

此外，(11.86)中令 x = kr，t =±ieiθ 就有

e±ikr cosθ =
∞

∑
n=−∞

(±i)nJn(kr)einθ . (11.89)
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这个式子把平面直角坐标系的谐函数分解为了极坐标的谐函数的线性组合。对具

有旋转对称性的量进行傅立叶变换或逆变换时，可以考虑用(11.89)进行转换。

利用整数阶 Jm的积分公式(11.85)，还能推导出 Jm在无穷远处的渐近公式。当

x很大时，cos(xsinθ −mθ)快速振荡，对积分无贡献。唯一的例外是 θ = π
2 附近，

sinθ 变化停滞，积分贡献并不消失。令 θ = π
2 + ε，把 sinθ 作二阶近似展开：

Jm(x) ≈ 1
π

∫ ∞

−∞
cos
[

x(1− 1
2

ε2)− m
2

π
]

dε

=
1
π

Re
[

e−iϕ
∫ ∞

−∞
e

ix
2 ε2

dε
]

=
2
π

Re
[

e−iϕ
∫ ∞

0
e

ix
2 ε2

dε
]

(11.90)

其中 ϕ = x− m
2 π。在如图11.4的围道上积分

∮
e

ix
2 ε2

dε，容易得到

Figure 11.4: 推导 (11.91)所用的围道

∫ ∞

0
e

ix
2 ε2

dε = e
πi
4

∫ ∞

0
e−

x
2 ε2

dε = e
πi
4

√
π
2x

. (11.91)

结合(11.90)和(11.91)就可以得到 Jm在无穷远处的渐近公式（即 (11.62)在 ν 为整数
m时的情况）。

对非整数 ν 的情况，实际上也存在一个积分公式并可以从之推导出任意阶 Jν

在无穷远处的渐近公式 (11.62)（从而弥补我们尚未严格证明(11.62)的缺憾）。我们

把这部分的讨论留到习题中。

例题 55: 计算任意非负整数阶贝塞尔函数的 Jn(t)的拉普拉斯变换 Fn(p)。

解答：利用 Jn的积分表示：

Fn(p) =
1

2π

∫ ∞

0
dt
∫ π

−π
ei(t sinθ−nθ)−ptdθ

=
1

2π

∫ π

−π

e−inθ

p− isinθ
dθ (11.92)
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令 eiθ = z，则 dθ = dz
iz，积分路径变成单位圆 |z|= 1：

Fn(p) =
1

2πi

∮
|z|=1

z−n

p− z−z−1

2

dz
z

=
1

2πi

∮
|z|=1

2
(2pz− z2 +1)zn dz

= Res
(

2
(2pz− z2 +1)zn ,0

)
+ Res

(
2

(2pz− z2 +1)zn ,α
)

(11.93)

这里的 α = p−
√

p2 +1，它和 β = p+
√

p2 +1是 2pz− z2 +1 = 0的两个零点。

注意到

2
(2pz− z2 +1)zn =

1√
p2 +1

1
zn

(
1

z−α
− 1

z−β

)
. (11.94)

对 n > 0，n = 0分别进行讨论，可以得到

Fn(p) =

(√
p2 +1− p

)n

√
p2 +1

, n ≥ 0. (11.95)

11.3 极坐标系的数理方程

前面我们稍稍偏了一下题，讨论了贝塞尔函数的一系列性质。现在言归正传，

回到数理方程的求解。先来看一个经典的圆形薄膜振动的例子。

例题 56: 考虑固定边界的，半径为 R，张力系数为 λ，质量面密度为 σ 的均
匀圆形薄膜的横向小振动问题。在 t = 0时刻的初始位移为 A

[
1−
( r

R

)2
]
（其

中 A为常量，r为距离圆盘中心的距离，0 ≤ r ≤ R)，初始速度为零。求解之

后薄膜的振动。

解答：取极坐标系，设位移为 u(r,θ , t)，写出方程和边界条件：

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0,

u|r=R = 0,

u|t=0 = A
[

1−
( r

R

)2
]
,

∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (11.96)

这里的波速 a =
√

λ
σ。

我们知道圆盘内的谐函数为 Jm(kr)[Acos(mθ)+Bsin(mθ)]（m为非负整数）。在这
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个问题里初始条件是旋转对称的（不依赖于 θ )，所以解也不依赖于 θ。也就是说，
只需要考虑 m = 0的谐函数1，也就是

ψ ∝ J0(kr).

然后考虑边界条件：符合 J0(kR) = 0的波数为

kn =
µn

R
, n = 1,2, . . . (11.97)

其中 µi是 J0的第 i个正实数根2。

为了计算谐函数的归一化系数，我们需要计算积分：∫
Ω
[J0 (knr)]2 dS. (11.98)

这里的 Ω表示 r ≤ R的圆盘区域，面积元 dS = rdrdθ。
虽然使用第一类贝塞尔函数的第一正交定理(11.71)可以很快解决问题，但是为了

说明在一般情况下如何处理，我还是用普适的归一化定理(11.3)来计算这个积分。

取圆盘内的 ∇2 本征函数族为 J0(kr)，根据(11.3)，并注意在边界 r = R上法向梯度

算符是 ∂
∂ r 以及“边界面积元”退化为线元 dl = Rdθ，就有∫

Ω
[J0 (kr)]2 dS =

1
2k

∫ 2π

0

[
kR
(
J′0 (kR)

)2 − kRJ0(kR)J′′0(kR)− J0(kR)J′0(kR)
]

Rdθ .

= πR2
[(

J′0 (kR)
)2 − J0(kR)J′′0(kR)−

J0(kR)J′0(kR)
kR

]
(11.99)

令 k = kn =
µn
R，并注意到 J0(kR) = J0(µn) = 0，以及 J′0(kR) = J′0(µn) =−J1(µn)（这

里我用了递推公式(11.29))，即有∫
Ω
[J0 (knr)]2 dS = πR2 [J1(µn)]

2 . (11.100)

于是正交归一化的谐函数为

ψn =
1√

πRJ1(µn)
J0

(µnr
R

)
, n = 1,2,3, . . . (11.101)

令

u =
∞

∑
n=1

cn(t)ψn. (11.102)

1根据初始条件的对称性排除 m ̸= 0的谐函数这一步只是为了减小计算量，如果你愿意，你也可
以留着对应 m = 0,1,2 . . .的所有谐函数。对 m ̸= 0的谐函数计算展开系数时，你自然会得到零。

2如果你非要看见一些实际的数字才有真实感，我可以告诉你一些数值计算结果：µ1 ≈ 2.4048,

µ2 ≈ 5.5201, µ3 ≈ 8.6537, µ4 ≈ 11.7915, µ5 ≈ 14.9309, . . .
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利用初始位移，得到

cn(0) =
∫

Ω
A
[

1−
( r

R

)2
]

ψndS

=
A√

πRJ1(µn)

∫ R

0
rdr

∫ 2π

0
dθ
[

1−
( r

R

)2
]

J0

(µnr
R

)
=

2
√

πA
RJ1(µn)

∫ R

0
rdr
[

1−
( r

R

)2
]

J0

(µnr
R

)
=

2
√

πAR
µ2

n J1(µn)

∫ µn

0
xdx

(
1− x2

µ2
n

)
J0 (x)

=
2
√

πAR
µ2

n J1(µn)

[
xJ1 (x)

(
1− x2

µ2
n

)
+

2
µ2

n
x2J2 (x)

]∣∣∣∣µn

0

=
4
√

πARJ2 (µn)

µ2
n J1(µn)

=
8
√

πAR
µ3

n
(11.103)

在最后一步，我们利用了递推公式(11.31)，即 J2(µn) = J0(µn)+ J2(µn) =
2
µn

J1(µn)。

再利用初始速度得到 c′n(0) = 0，然后根据无源的波动方程的系数通解就可以得到

cn(t) =
8
√

πAR
µ3

n
cos

µnat
R

. (11.104)

最后得到

u =
∞

∑
n=1

8A
µ3

n J1(µn)
J0

(µnr
R

)
cos

µnat
R

. (11.105)

思考题：(11.105)中会不会发生某个分母中的 J1(µn) = 0的情况？

我们再来看一个热传导问题：

例题 57: 有孤立的，半径为 R的均匀圆形金属薄片。初态 t = 0时刻金属片

上距离中心 r处的温度为

T (r) = T0

(
1+

r2

R2

)
.

已知金属片质量密度为 ρ，导热系数为 λ，单位质量比热为 c。求 t ≥ 0时圆

盘上各点的温度。
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解答：写出方程，边界条件和初始条件：

∂T
∂ t

−a∇2T = 0, (11.106)

∂T
∂ r

∣∣∣∣
r=R

= 0, (11.107)

T |t=0 = T0

(
1+

r2

R2

)
. (11.108)

其中 a = λ
ρc。容易积分算出金属片的平均温度为

3
2T0——这也是金属片最后的稳定

温度。为了避免对 k = 0（即谐函数展开系数 ∝ e−ak2t 不会衰减）情况的讨论，我

总是喜欢先把这个常数减掉。也就是令 T = u+ 3
2T0。这样 u和 T 满足相同的方程

和边界条件，但是不同的初始条件：

u|t=0 = T0

(
r2

R2 −
1
2

)
. (11.109)

和上个例题类似，初始条件不依赖于 θ，因此我们使用谐函数 J0(knr)来对 u进行

展开。区别现在的边界条件不同，对应的波数

kn =
λn

R
, n = 1,2,3, . . . (11.110)

其中 λi 是 J′0 的第 i个正实数零点3，也就是 J1 的第 i个正实数零点。（这是因为根

据递推公式(11.29)有 J′0 =−J1）。

为了计算谐函数的归一化系数，在上一题给出的结论(11.99)中令 k = kn，并注意到

J′0(kR) = J′0(λn) = 0，以及 J′′0(kR) = J′′0(λn) =−J0(λn)（这是根据 J0满足的贝塞尔方

程以及 J′0(λn) = 0得到的），就有∫
Ω
[J0 (knr)]2 dS = πR2 [J0(λn)]

2 . (11.111)

这里的 Ω表示 r ≤ R的圆盘区域，面积元 dS = rdrdθ。
于是正交归一化的谐函数为

ψn =
1√

πRJ0(λn)
J0

(
λnr
R

)
, n = 1,2,3 . . . (11.112)

令

u =
∞

∑
n=1

cn(t)ψn. (11.113)

3如果你喜欢看到一些具体的数字，那么数值计算的结果为：λ1 = 3.8317, λ2 = 7.0156, λ3 =

10.1735, λ4 = 13.3237,λ5 = 16.4706, . . .
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根据初始条件(11.109)有

cn(0) =
∫

Ω
T0

(
r2

R2 −
1
2

)
ψndS

=
T0√

πRJ0(λn)

∫ R

0
rdr

∫ 2π

0
dθJ0

(
λnr
R

)(
r2

R2 −
1
2

)
=

2
√

πT0

RJ0(λn)

∫ R

0
rdrJ0

(
λnr
R

)(
r2

R2 −
1
2

)
=

2
√

πT0R
λ 2

n J0(λn)

∫ λn

0
xJ0 (x)

(
x2

λ 2
n
− 1

2

)
dx

=
2
√

πT0R
λ 2

n J0(λn)

[
xJ1 (x)

(
x2

λ 2
n
− 1

2

)
− 2

λ 2
n

x2J2(x)
]∣∣∣∣λn

0

= − 4
√

πT0R
λ 2

n J0(λn)
J2(λn)

=
4
√

πT0R
λ 2

n
(11.114)

在最后一步我们利用了递推公式(11.31)，即 J2(λn)+ J0(λn) =
2
λn

J1(λn) = 0。

根据无源的热传导方程的谐函数展开系数通解，有 cn(t) = cn(0)e−ak2
nt，于是最后

u = 4T0

∞

∑
n=1

1
λ 2

n J0(λn)
J0

(
λnr
R

)
e−

aλ2
n t

R2 . (11.115)

也就是

T =

[
3
2
+4

∞

∑
n=1

1
λ 2

n J0(λn)
J0

(
λnr
R

)
e−

aλ2
n t

R2

]
T0. (11.116)

有趣的是，令 r = R，t = 0，可以得到：

∞

∑
i=1

1
λ 2

i
=

1
8
. (11.117)

其实任意阶贝塞尔函数的正实数零点（或者正实数极值点）的平方倒数之和、四次

方倒数之和、六次方倒数之和等都有简捷的算法，由于和本书主题无关就不详细

介绍了，有兴趣的读者可以自己思考一下。

我们再来看一个涉及非整数阶贝塞尔函数的例子。

例题 58: 求解一个张角为 α（0 < α < 2π），半径为 R，边界固定的均匀扇形

薄膜的横向小振动。设薄膜的张力系数为 λ，面质量密度为 σ；初始的横向
位移和初始速度均已知。
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解答：建立极坐标系 (r,θ)使得薄膜所在区域 Ω为 0 ≤ θ ≤ α; 0 ≤ r ≤ R，写出方

程、边界条件和初始条件：

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0, (11.118)

u|θ=0 = 0, (11.119)

u|θ=α = 0, (11.120)

u|r=R = 0, (11.121)

u|t=0 = f (r,θ), (11.122)
∂u
∂ t

|t=0 = g(r,θ). (11.123)

这里的 a =
√

λ
σ， f (r,θ)和 g(r,θ)均为已知函数。

区域内的谐函数具有 Jν(kr) [Acos(νθ)+Bsin(νθ)]（ν ≥ 0）的形式。根据边界条件

(11.119)和 (11.120)，可以进一步确定谐函数具有 ∝ J nπ
α
(kr)sin nπθ

α 的形式。然后根

据边界条件 (11.121)可以确定谐函数具有

∝ J nπ
α

(µnmr
R

)
sin

nπθ
α

, n,m = 1,2,3, . . . (11.124)

的形式，这里 µnm是 J nπ
α
的第 m个正实数零点，对应的波数 k = µnm

R 。

为了确定归一化系数，我们对 ∇2 的本征函数族 J nπ
α
(kr)sin nπθ

α 应用归一化定理

(11.3)，有∫
Ω

[
J nπ

α
(kr)sin

nπθ
α

]2

dS

=
1
2k

∫ α

0
kR

{[
J′nπ

α
(kR)

]2
− J nπ

α
(kR)J′′nπ

α
(kR)−

J nπ
α
(kR)J′nπ

α
(kR)

kR

}
sin2 nπθ

α
Rdθ

=
αR2

4

{[
J′nπ

α
(kR)

]2
− J nπ

α
(kR)J′′nπ

α
(kR)−

J nπ
α
(kR)J′nπ

α
(kR)

kR

}
(11.125)

注意在上述计算中，扇形的两条直边上被积函数都为零所以没有写出来。

现在令(11.125)中的 k = µnm
R ，并考虑到 J nπ

α
(kR) = J nπ

α
(µnm) = 0，就有

∫
Ω

[
J nπ

α

(µnmr
R

)
sin

nπθ
α

]2

dS =
αR2

4

[
J′nπ

α
(µnm)

]2
(11.126)

利用递推公式 (11.29)并考虑到 J nπ
α
(µnm) = 0，就可得出

J′nπ
α
(µnm) =−J nπ

α +1 (µnm) . (11.127)

于是 ∫
Ω

[
J nπ

α

(µnmr
R

)
sin

nπθ
α

]2

dS =
αR2

4

[
J nπ

α +1 (µnm)
]2

(11.128)
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（当然，你也可以用第一类贝塞尔函数的第一正交定理得到这个结果）

于是正交归一化的谐函数

ψnm(r,θ) =
2√

αRJ nπ
α +1 (µnm)

J nπ
α

(µnmr
R

)
sin

nπθ
α

. (11.129)

于是根据无源的波动方程的谐函数展开系数的通解，可以写出：

u =
∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

(
Anm cos

aµnmt
R

+Bnm sin
aµnmt

R

)
ψnm (11.130)

根据初始条件可以确定

Anm =
∫

Ω
f ψnmdS; Bnm =

R
aµnm

∫
Ω

gψnmdS. (11.131)

再看涉及第二类贝塞尔函数的一个问题。

例题 59: 如图11.5，一根外半径为 Rout，内半径为 Rin的无限长的均匀材质空

心圆柱。外表面和温度为 T0的热库接触。在 t = 0时刻空心圆柱处于热平衡，

温度为 T0。在 t > 0时，从内表面处处都注入热流 j。已知材质的导热系数为

λ，质量密度为 ρ，单位质量比热为 c。计算该空心圆柱各处的温度。

Figure 11.5: 例题 59图

解答：取空心圆柱的圆心建立 r-θ 极坐标系（实际是柱坐标系，但因为 z方向的对

称性，所以只要考虑一个圆环截面上的温度）。温度 T (r, t)（根据对称性，显然 T
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不依赖于 θ）满足：

∂T
∂ t

−a∇2T = 0, (11.132)

T |r=Rout
= T0, (11.133)

∂T
∂ r

∣∣∣∣
r=Rin

= − j
λ
, (11.134)

T |t=0 = T0. (11.135)

其中 a = λ
ρc .

我们先来求稳态解（如果存在的话）。

当达到温度梯度不再变化的稳恒状态时，因为外表面温度已经固定，所有位置的

温度将保持恒定。那么流入的热流将不再积累，直接穿过空心圆柱流出外表面。这

时，根据能量守恒，距离中心轴为 r处的热流为

j(2πRin)

2πr
, (11.136)

即

dT
dr

=− jRin

λ r
. (11.137)

对 r积分，并利用(11.133)，求出稳态解：

T |t→∞ = T0 −
jRin

λ
ln

r
Rout

. (11.138)

设

T (r, t) = T0 −
jRin

λ
ln

r
Rout

+u(r, t). (11.139)

则 u满足

∂u
∂ t

−a∇2u = 0,

u|r=Rout
= 0,

∂u
∂ r

∣∣∣∣
r=Rin

= 0,

u|t=0 =
jRin

λ
ln

r
Rout

. (11.140)

现在是标准的零边界条件问题了。在环形区域 Ω (满足 Rin ≤ r ≤ Rout 的区域) 内，

满足和 θ 无关的的谐函数是 AJ0(kr)+BN0(kr)。两个边界条件为

AJ0 (kRout)+BN0 (kRout) = 0, (11.141)

AJ′0 (kRin)+BN′
0 (kRin) = 0. (11.142)
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也就是允许的波数为

N0(kRout)J′0(kRin) = J0(kRout)N′
0(kRin), (11.143)

的所有正实数解 k1,k2,k3, . . .。

这样，满足对称性和边界条件的谐函数

ψn ∝ [N0 (knRout)J0(knr)− J0 (knRout)N0(knr)] , n = 1,2,3, . . . (11.144)

为了求出归一化系数，考虑 ∇2的本征函数族 Z0(kr)，这里的柱函数

Z0(s)≡ N0 (knRout)J0(s)− J0 (knRout)N0(s), (11.145)

对本征函数族 Z0(kr)应用归一化定理 (11.3)，有∫
Ω
[Z0(kr)]2 dS

=
1
2k

∫ 2π

0
kRout

{[
Z′

0(kRout)
]2 −Z0(kRout)Z′′

0 (kRout)−
Z0(kRout)Z′

0(kRout)

kRout

}
Routdθ

− 1
2k

∫ 2π

0
kRin

{[
Z′

0(kRin)
]2 −Z0(kRin)Z′′

0 (kRin)−
Z0(kRin)Z′

0(kRin)

kRin

}
Rindθ

= πR2
out

{[
Z′

0(kRout)
]2 −Z0(kRout)Z′′

0 (kRout)−
Z0(kRout)Z′

0(kRout)

kRout

}
−πR2

in

{[
Z′

0(kRin)
]2 −Z0(kRin)Z′′

0 (kRin)−
Z0(kRin)Z′

0(kRin)

kRin

}
(11.146)

令 k = kn，并注意到 Z0(knRout) = 0（按 Z0定义），Z′
0(knRin) = 0（按(11.143)要求），

以及根据贝塞尔方程：

Z′′
0 (kRin)+

1
kRin

Z′
0(kRin)+Z0(knRin) = 0

结合 Z′
0(knRin) = 0就可以得到的 Z′′

0 (kRin) =−Z0(knRin)，(11.171)就成为∫
Ω
[N0(knRout)J0(knr)− J0(knRout)N0(knr)]2 dS

= πR2
out
[
Z′

0(knRout)
]2 −πR2

in [Z0(knRin)]
2

= πR2
out
[
N0(knRout)J′0(knRout)− J0(knRout)N′

0(knRout)
]2

−πR2
in [N0 (knRout)J0(knRin)− J0 (knRout)N0(knRin)]

2

=
4

πk2
n
−πR2

in

(
J0 (knRout)

J′0 (knRin)

)2 [
N′

0 (knRin)J0(knRin)− J′0 (knRin)N0(knRin)
]2

=
4

πk2
n

[
1−
(

J0 (knRout)

J′0 (knRin)

)2
]

=
4

πk2
n

[
1−
(

J0 (knRout)

J1 (knRin)

)2
]

(11.147)



11.3 极坐标系的数理方程 213

在上述计算过程中我们用到了朗斯基行列式(11.52)，kn 满足的方程(11.143)，以及

贝塞尔函数的递推公式 J′0 =−J1 (见(11.29)）。

于是谐函数为

ψn = Nn [N0 (knRout)J0(knr)− J0 (knRout)N0(knr)] , n = 1,2,3, . . . (11.148)

这里的归一化系数Nn满足

N 2
n =

πk2
n

4
[

1−
(

J0(knRout)
J1(knRin)

)2
] . (11.149)

令

u =
∞

∑
n=1

cn(t)ψn. (11.150)

或者说，其实可以直接按照无源的热传导方程谐函数展开系数的通解写出

u =
∞

∑
n=1

cn(0)e−ak2
ntψn. (11.151)

这里的 cn(0)根据初始条件确定：

cn(0) =
∫

Ω

(
jRin

λ
ln

r
Rout

)
ψndS

=
∫ Rout

Rin

rdr
∫ 2π

0
dθNn [N0 (knRout)J0(knr)− J0 (knRout)N0(knr)]

jRin

λ
ln

r
Rout

.

=
2π jRinNn

λ

∫ Rout

Rin

[N0 (knRout)J0(knr)− J0 (knRout)N0(knr)]
(

ln
r

Rout

)
rdr

=
2π jRinNn

k2
nλ

∫ knRout

knRin

[N0 (knRout)J0(x)− J0 (knRout)N0(x)]
(

ln
x

knRout

)
xdx

其中被积分函数 [N0 (knRout)J0(x)− J0 (knRout)N0(x)]
(

ln x
knRout

)
x存在原函数

F(x)≡N0 (knRout)J0(x)−J0 (knRout)N0(x)+x [N0 (knRout)J1(x)− J0 (knRout)N1(x)] ln
x

knRout
.

(11.152)

或者根据 J1(x) =−J′0(x)，还可以写成

F(x)≡N0 (knRout)J0(x)−J0 (knRout)N0(x)+x
[
J0 (knRout)N′

0(x)−N0 (knRout)J′0(x)
]

ln
x

knRout
.

(11.153)

于是利用(11.143)，就有

F(knRin) = N0 (knRout)J0(knRin)− J0 (knRout)N0(knRin), (11.154)
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以及显然的

F(knRout) = 0. (11.155)

这样

cn(0)=
2π jRinNn

k2
nλ

[F(knRout)−F(knRin)]=
2π jRinNn

k2
nλ

[J0 (knRout)N0(knRin)−N0 (knRout)J0(knRin)]

(11.156)

最后全部写到一起的表达式是：

T (r, t) = T0 −
jRin

λ
ln

r
Rout

+
∞

∑
n=1

π2 jRin [J1 (knRin)]
2 [J0 (knRout)N0(knRin)−N0 (knRout)J0(knRin)]

2λ
{
[J1 (knRin)]

2 − [J0 (knRout)]
2
}

×e−ak2
nt [N0 (knRout)J0(knr)− J0 (knRout)N0(knr)] (11.157)

在上面这个例子中，我们必须把 AJ0(kr)+BN0(kr) 看成一个整体来处理，而

不能分别给 J0(kr)和 N0(kr)配上独立的随时间演化的系数。这是因为无论是单独

的 J0(kr)还是单独的 N0(kr)都无法满足全部的零边界条件，因此并不算是独立的

谐函数。

再进一步思考，如果初始条件并不具有旋转对称性，那么所有形如

[AJm(kr)+BNm(kr)] [C cos(mθ)+Dsin(mθ)] , m = 0,1,2 . . . (11.158)

的谐函数都有可能出现。这时候，边界条件只能用于确定 A,B的比例，而无法确

定 C,D的比例，该如何处理呢？其实，你大可不必惊慌。之所以边界条件无法确

定 C,D的比例，是因为 cos(mθ)和 sin(mθ)都分别独立地满足（周期性）边界条
件，也就是说，其实你可以把

[AJm(kr)+BNm(kr)]cos(mθ)

和

[AJm(kr)+BNm(kr)]sin(mθ)

当成两个独立的谐函数成分，分别给它们配上依赖于时间的系数就可以了。当然，

我们是人为地选取 cos(mθ)和 sin(mθ)这两个满足周期性边界条件、而且在 [0,2π)
互相正交的函数。但是，一定要注意这种选取方式并不唯一（本质上是因为当本征
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值简并时，对应同一本征值的本征矢构成一个线性子空间，在里面选取正交的本

征矢具有很大的任意性）。例如，我也可以选取

[AJm(kr)+BNm(kr)] [cos(mθ)+ sin(mθ)]

和

[AJm(kr)+BNm(kr)] [cos(mθ)− sin(mθ)]

作为两个独立的谐函数。当然，这看起来有点自找麻烦。更为常用的一种选择是选

取

[AJm(kr)+BNm(kr)]eimθ

和

[AJm(kr)+BNm(kr)]e−imθ

作为两个独立的谐函数——这时候一定要注意使用复内积，否则这两个函数将不

具有正交性。另外，m = 0时，

[AJm(kr)+BNm(kr)]e±imθ

将退化为同一个函数。不过，这并不是哪里出了问题：本来 m = 0时，在(11.158)中

也只有 cos(mθ)对应一个谐函数，恒为零的 sin(mθ)并不需要考虑。你可能还是有
点疑惑，用 e±imθ 比淳朴地使用 cos(mθ)和 sin(mθ)（除了能够秀复变函数知识之
外）到底好在哪里？这里的好处在于，我可以放开 m ≥ 0的限制，直接统一用一个

表达式

[AJm(kr)+BNm(kr)]eimθ , m = 0,±1,±2,±3, . . . (11.159)

来覆盖所有的谐函数4。这样，你计算系数时就不必很麻烦地分 cos(mθ)和 sin(mθ)
两种情况讨论了。

请看下面的例子：

4由于 J−m(x) = (−1)mJm(x)和 N−m(x) = (−1)mNm(x)，所以当你把 Jm 和 Nm 中的指标 −m换成
m时，至多带来一个常数因子。
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例题 60: 在极坐标 (r,θ)内，求解满足 Rin ≤ r ≤ Rout的环形区域 Ω内的波动
方程

∂ 2u
∂ t2 −a∇2u = 0, (11.160)

u|r=Rin = 0, (11.161)

u|r=Rout = 0, (11.162)

u|t=0 = f (r,θ), (11.163)
∂u
∂ t

|t=0 = g(r,θ). (11.164)

这里的 f ,g 均为已知函数，且对区域内任意 r,θ 满足 f (r,θ + 2π) =

f (r,θ),g(r,θ +2π) = g(r,θ)。

解答：满足边界条件的谐函数具有 [AJm(kr)+BNm(kr)]cos(mθ)和 [AJm(kr)+BNm(kr)]sin(mθ)
的形式。根据边界条件，这里的 k > 0必须满足

AJm(kRin)+BNm(kRin) = 0, (11.165)

AJm(kRout)+BNm(kRout) = 0, (11.166)

要使非零解 (A,B)存在，就有

Jm(kRin)Nm(kRout) = Jm(kRout)Nm(kRin). (11.167)

我们把方程(11.167)的所有正实数解记作 km1，km2，km3，. . .，这样，我们考虑的

（未归一化的）谐函数为

[Nm (kmnRout)Jm (kmnr)− Jm (kmnRout)Nm (kmnr)]cos(mθ), m = 0,1,2, . . . ,n = 1,2, . . .

和

[Nm (kmnRout)Jm (kmnr)− Jm (kmnRout)Nm (kmnr)]sin(mθ), m = 1,2, . . . ,n = 1,2, . . .

不过，这样计算系数时还要分类讨论，书写起来有些麻烦。所以我决定采用

Ψmn(r,θ)≡Nmn [Nm (kmnRout)Jm (kmnr)− Jm (kmnRout)Nm (kmnr)]eimθ , m∈ Z, n∈ Z+.

(11.168)

的形式，这里的Nmn是待定的归一化系数。注意现在我允许 m取负整数值。这组

谐函数在复内积的意义下是正交的：∫ Rout

Rin

rdr
∫ 2π

0
dθ Ψ∗

mn(r,θ)Ψm′n′(r,θ) = δmm′δnn′ . (11.169)
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其中当 m ̸= m′，正交性可以直接对 θ 积分验证；当 m = m′但 n ̸= n′时，正交性是

由谐函数正交定理直接保证的。

当 m = m′且 n = n′时，我们可以利用 (11.169)来计算归一化因子Nmn。

对固定的 m,n，定义柱函数

Zm(x)≡ Nm (kmnRout)Jm (x)− Jm (kmnRout)Nm (x) . (11.170)

取 ∇2的本征函数族为 Zm(kr)eimθ，根据复内积版本的归一化定理 (11.8)，有∫
Ω
|Zm(kr)|2 dS

=
1
2k

∫ 2π

0
kRout

{[
Z′

m(kRout)
]2 −Zm(kRout)Z′′

m(kRout)−
Zm(kRout)Z′

m(kRout)

kRout

}
Routdθ

− 1
2k

∫ 2π

0
kRin

{[
Z′

m(kRin)
]2 −Zm(kRin)Z′′

m(kRin)−
Zm(kRin)Z′

m(kRin)

kRin

}
Rindθ

= πR2
out

{[
Z′

m(kRout)
]2 −Zm(kRout)Z′′

m(kRout)−
Zm(kRout)Z′

m(kRout)

kRout

}
−πR2

in

{[
Z′

m(kRin)
]2 −Zm(kRin)Z′′

m(kRin)−
Zm(kRin)Z′

m(kRin)

kRin

}
(11.171)

令 k = kmn，则根据 Zm的定义有 Zm(kRout) = 0以及根据 kmn满足的方程 (11.167)有

Zm(kRin) = 0，(11.171)成为∫
Ω
|Zm(kmnr)|2 dS = πR2

out
[
Z′

m(kmnRout)
]2 −πR2

in
[
Z′

m(kmnRin)
]2
. (11.172)

由此可以得到 Ψmn的归一化系数

Nmn =
1√

πR2
out [Z′

m(kmnRout)]
2 −πR2

in [Z
′
m(kmnRin)]

2
. (11.173)

根据无源的波动方程谐函数展开系数的通解，就有

u(r,θ , t) =
∞

∑
m=−∞

∞

∑
n=1

[Amn cos(akmnt)+Bmn sin(akmnt)]Ψmn(r,θ). (11.174)

其中 Amn,Bmn是待定系数。根据初始条件可以得到

f (r,θ) =
∞

∑
m=−∞

∞

∑
n=1

AmnΨmn(r,θ). (11.175)

以及

g(r,θ) =
∞

∑
m=−∞

∞

∑
n=1

akmnBmnΨmn(r,θ). (11.176)

于是由谐函数的正交归一化特点，有

Amn =
∫

Ω
Ψ∗

mn(r,θ) f (r,θ)dS. (11.177)
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和

Bmn =
1

akmn

∫
Ω

Ψ∗
mn(r,θ)g(r,θ)dS. (11.178)

11.4 柱坐标系的谐函数和数理方程

在柱坐标系 (r,θ ,z)中，谐函数方程是

1
r

∂
∂ r

(
r

∂ψ
∂ r

)
+

1
r2

∂ 2ψ
∂θ 2 +

∂ 2ψ
∂ z2 =−k2ψ. (11.179)

当零边界条件可以写成单坐标的零边界条件时，我们仍然可以通过直接构造
的方式写出柱坐标系的谐函数：

柱坐标系的谐函数通解:

ψ = [AJν(k2Dr)+BNν(k2Dr)] [C cos(νθ)+Dsin(νθ)] [E cos(kzz)+F sin(kzz)] ,

(11.180)

这里 ν ≥ 0;kz ≥ 0;k2D ≥ 0；A,B,C,D,E,F 为待定系数。当区域包含 r = 0时

（实心圆柱或者扇柱），要去掉 Nν 的项，即 B必须为零。当 θ 可以取到任意
值（圆柱或者空心圆柱）时，ν 必须取非负整数值。
谐函数的波数 k满足

k2 = k2
2D + k2

z . (11.181)

我们用一个例题来展示上述谐函数的应用：

例题 61: 一个半径为 R，高为 h的均匀金属圆柱体，其热传导方程参数为 a。

一开始金属块的温度为 T0，在 t = 0时刻把金属块放入温度为 2T0的热库中，

计算之后金属块的温度变化。

解答：建立柱坐标系 (r,θ ,z)使得金属块所在区域 Ω的坐标范围为 0 ≤ r ≤ R，0 ≤
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z ≤ h。显然金属块的温度 T 和 θ 无关。令 u(r,z, t) = T (r,z, t)−2T0。则 u满足

∂u
∂ t

−a∇2u = 0, (11.182)

u|r=R = 0 (11.183)

u|z=0 = 0 (11.184)

u|z=h = 0 (11.185)

u|t=0 = −T0 (11.186)

考虑到对称性以及边界条件，选取的谐函数

ψnm =

√
2√

πhRJ1(µn)
J0

(µnr
R

)
sin

mπz
h

, n,m = 1,2,3, . . . (11.187)

这里的 µn是 J0的第 n个正实数零点。对应的波数 k满足

k2 =
µ2

n
R2 +

m2π2

h2 . (11.188)

而且我悄悄偷了个懒，直接用第一类贝塞尔函数的第一正交定理(11.71)给出了归

一化系数。

根据无源的热传导方程的谐函数展开系数 cnm(t)的通解，可以令

u =
∞

∑
n=1

∞

∑
m=1

cnm(0)e
−a
(

µ2
n

R2 +
m2π2

h2

)
t
ψnm. (11.189)

利用初始条件，这里的

cnm(0) =
∫

Ω
(−T0)ψnmdV

= −
√

2T0√
πhRJ1(µn)

∫ R

0
(2πr)dr

∫ h

0
dzJ0

(µnr
R

)
sin

mπz
h

(11.190)

先对 z积分，仅当 m为奇数 2l +1（l = 0,1,2, . . .）时，上述积分才可能非零

cn,2l+1(0) =− 4
√

2hT0√
π(2l +1)RJ1(µn)

∫ R

0
rdrJ0

(µnr
R

)
. (11.191)

作变量替换 x = µn
R r，并考虑到 xJ0(x)的原函数为 xJ1(x)，就有

cn,2l+1(0) =− 4
√

2hT0R√
π(2l +1)µn

. (11.192)

最后写到一起

T (r,z, t)= T0

[
2− 8

π

∞

∑
n=1

∞

∑
l=0

1
(2l +1)µnJ1(µn)

e
−a
(

µ2
n

R2 +
(2l+1)2π2

h2

)
t
J0

(µnr
R

)
sin

(2l +1)πz
h

]
.
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(11.193)

思考题：一般在求解圆柱内问题时，要特别注意需要讨论 k2D = 0（问题具

有和 r, θ 无关的对称性，退化为一维的 z的函数）和 kz = 0（问题具有和 z

无关的对称性，退化为二维极坐标情形）的可能性。在上面的例题里，为什

么我们没有考虑这两种情况？

11.5 球面谐函数

11.5.1 边界消失的后果

在球坐标 (r,θ ,ϕ)里固定 r = 1，就得到单位球面：这是一个二维空间。

球面是个很特殊的二维区域——它没有边界。也就是说，所有边界积分的贡献

都消失了。这就造成一个很有趣的事情：只要在整个球面上是 ∇2的本征函数，就

一定是谐函数，因为你根本没法跟我说：嘿，这个本征函数在边界上不满足零边界

条件，所以⋯⋯

但是不知道你是否意识到一个问题：归一化定理(11.3)右边的边界积分是零（因

为根本就没有边界），但是左边的积分又大于零，产生了明显的矛盾！你是不是开

始迷惑了呢？请别着急往下阅读，自己想想哪里出了问题。

如果你试图强行寻找球面的边界，那么你是为了自圆其说而走上了歧路。球

面上的坐标 (θ ,ϕ)都存在边界。不过，这仅仅是一种人为选择：无论是 θ 的边界，
还是 ϕ 的边界，都不对应球面上任何特殊的点。接受过足够数学训练的你应该不
难想清楚：南极、北极、经线、纬线都是人为画上去的，都不是地球表面的边界。

当你反复推敲，排除一切不可能之后，剩下唯一的可能就是真相：在一个有限
无边界的区域内，并不存在连续依赖于波数 k的本征函数族。

11.5.2 单位球面上的谐函数

单位球面上的谐函数 ψ 满足：

1
sinθ

∂
∂θ

(
sinθ

∂ψ
∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂ 2ψ
∂ϕ 2 =−k2ψ. (11.194)

对此，我先直接给出结论：
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单位球面上谐函数: 在单位球面上，当且仅当波数平方 k2 = ℓ(ℓ+ 1), ℓ =

0,1,2, . . . 时存在谐函数。对每个 ℓ，存在 2ℓ+ 1 个本征值简并的谐函数：

Yℓm(θ ,ϕ) (−ℓ≤ m ≤ ℓ)。这里的“球面谐函数”Yℓm定义为：

Yℓm(θ ,ϕ) =
1

2ℓℓ!

√
(2ℓ+1)

4π
(ℓ−m)!
(ℓ+m)!

[
sinm θ

(
1

sinθ
d

dθ

)ℓ+m

sin2ℓθ

]
eimϕ .

(11.195)

球面谐函数是正交归一化的：∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ Y∗

ℓm(θ ,ϕ)Yℓ′m′(θ ,ϕ) = δll′δmm′ . (11.196)

表11.1给出了球面谐函数的一些具体的例子：

Table 11.1: 低阶的若干个球面谐函数
ℓ m Yℓm(θ ,ϕ)
0 0 1√

4π

1 0
√

3
4π cosθ

1 ±1 ∓
√

3
8π sinθe±iϕ

2 0
√

5
16π
(
3cos2 θ −1

)
2 ±1 ∓

√
15
8π sinθ cosθe±iϕ

2 ±2
√

15
32π sin2 θe±2iϕ

3 0
√

7
16π cosθ

(
5cos2 θ −3

)
3 ±1 ∓

√
21

64π sinθ(5cos2 θ −1)e±iϕ

3 ±2
√

105
32π sin2 θ cosθe±2iϕ

3 ±3 ∓
√

35
64π sin3 θe±3iϕ

4 0
√

9
256π (35cos4 θ −30cos2 θ +3)

4 ±1 ∓
√

45
64π sinθ(7cos3 θ −3cosθ)e±iϕ

4 ±2
√

45
128π sin2 θ(7cos2 θ −1)e±2iϕ

4 ±3 ∓
√

315
64π sin3 θ cosθe±3iϕ

4 ±4
√

315
512π sin4 θe±4iϕ

球面上的 ∇2算符的本征值只允许取离散值这件事情我们已经预告过了，所以

至少不应该让你惊讶。
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球谐函数的正交性也是容易得到的：对 ℓ ̸= ℓ′，谐函数正交定理保证了 Yℓm和

Yℓ′m′ 正交。对不同的 m ̸= m′，直接对 ϕ 积分即可证明 Yℓm和 Yℓ′m′ 正交。

所以，最后让你惊讶的可能是如此复杂的一个定义式，竟然既满足方程(11.194)，

又是归一化的。

为了证明这两点，要先介绍几个简单的引理作为铺垫：

用数学归纳法容易得到：

乘积多重导数公式: 设 f ,g为 x的函数，

( f g)(n) =
n

∑
k=0

n!
k!(n− k)!

f (k)g(n−k), n = 0,1,2,3, . . . (11.197)

其中 f (k)表示 f 的 k重导数。

设 ρ(x)是另一个给定的函数，令 y =
∫ dx

ρ(x) 并对变量 y应用乘积的多重导数公

式可以得到：

推广的乘积多重导数公式: 设 ρ , f , g为 x的函数，则(
ρ

d
dx

)n

( f g) =
n

∑
k=0

n!
k!(n− k)!

[(
ρ

d
dx

)k

f

][(
ρ

d
dx

)n−k

g

]
. (11.198)

记算符 d̂ = 1
sinθ

d
dθ，利用上面的定理，很容易验证：

d̂ sin2 θ = 2cosθ ; (11.199)

d̂2 sin2 θ = −2; (11.200)

d̂n sin2 θ = 0, n = 3,4,5, . . . ; (11.201)

d̂cosθ = −1; (11.202)

d̂ sinm θ = msinm−2 θ cosθ , m = 0,1,2,3, . . . ; (11.203)

d̂(sinm θ cosθ) = msinm−2 θ − (m+1)sinm θ , m = 0,1,2,3, . . . (11.204)

现在可以开始证明 Yℓm是单位球面上归一化的谐函数了。记

Nℓm :=
1

2ℓℓ!

√
(2ℓ+1)

4π
(ℓ−m)!
(ℓ+m)!

; (11.205)

Ψℓm(θ) := sinm θ
(

1
sinθ

d
dθ

)ℓ+m

sin2ℓθ . (11.206)

则我们需要证明

1
sinθ

d
dθ

[
sinθ

d
dθ

Ψℓm

]
+

[
ℓ(ℓ+1)− m2

sin2 θ

]
Ψℓm = 0. (11.207)
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以及 ∫ π

0
[Ψℓm(θ)]2 sinθdθ =

1
2πN2

ℓm
= 4ℓ(ℓ!)2 (ℓ+m)!

(ℓ−m)!
2

2ℓ+1
. (11.208)

证明：令 d̂ = 1
sinθ

d
dθ，在恒等式 sin2 θ d̂ sin2ℓθ = 2ℓcosθ sin2ℓθ 两边作用 d̂ℓ+m，得到

sin2 θ d̂ℓ+m+1 sin2ℓθ +2(ℓ+m)cosθ d̂ℓ+m sin2ℓθ − (ℓ+m)(ℓ+m−1)d̂ℓ+m−1 sin2ℓθ

= 2ℓcosθ d̂ℓ+m sin2ℓθ −2ℓ(ℓ+m)d̂ℓ+m−1 sin2ℓθ . (11.209)

稍作整理得到

sin2 θ d̂ℓ+m+1 sin2ℓθ +2mcosθ d̂ℓ+m sin2ℓθ +(ℓ+m)(ℓ−m+1)d̂ℓ+m−1 sin2ℓθ = 0.

(11.210)

两边同乘以 sinm θ，得到

sinm+2 θ d̂ℓ+m+1 sin2ℓθ +2msinm θ cosθ d̂ℓ+m sin2ℓθ

+(ℓ+m)(ℓ−m+1)sinm θ d̂ℓ+m−1 sin2ℓθ = 0. (11.211)

上式可以写成

sin2 θ d̂
[
sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ

]
+msinm θ cosθ d̂ℓ+m sin2ℓθ

+(ℓ+m)(ℓ−m+1)sinm θ d̂ℓ+m−1 sin2ℓθ = 0. (11.212)

两边作用 d̂，得到

d̂
{

sin2 θ d̂
[
sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ

]}
+m2 sinm−2 θ d̂ℓ+m sin2ℓθ −m(m+1)sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ

+msinm θ cosθ d̂ℓ+m+1 sin2ℓθ +(ℓ+m)(ℓ−m+1)msinm−2 cosθ d̂ℓ+m−1 sin2ℓθ

+(ℓ+m)(ℓ−m+1)sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ = 0. (11.213)

利用前面的方程(11.210)，把上式蓝色的第二行替换掉，得到：

d̂
{

sin2 θ d̂
[
sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ

]}
+m2 sinm−2 θ d̂ℓ+m sin2ℓθ −m(m+1)sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ

−2m2 sinm−2 θ d̂ℓ+m sin2ℓθ +2m2 sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ

+(ℓ+m)(ℓ−m+1)sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ = 0. (11.214)

把同类项都写到一起就得到了最后的结果

d̂
{

sin2 θ d̂
[
sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ

]}
+

[
ℓ(ℓ+1)− m2

sin2 θ

]
sinm θ d̂ℓ+m sin2ℓθ = 0. (11.215)
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即(11.207)得证。

下面我们转入对(11.208)的证明：

∫ π

0
[Ψℓm(θ)]2 sinθdθ =

∫ π

0
sin2m θ

[(
1

sinθ
d

dθ

)ℓ+m

sin2ℓθ

]
sinθdθ

=
∫ 1

−1
(1− x2)m

[
dℓ+m

dxℓ+m (1− x2)ℓ
]2

dx (11.216)

在最后一步我们做了变量替换 x = cosθ。
分部积分 ℓ+m次，注意 1− x2在端点总是消失，就得到∫ π

0
[Ψℓm(θ)]2 sinθdθ = (−1)ℓ+m

∫ 1

−1
(1− x2)ℓ

dℓ+m

dxℓ+m

[
(1− x2)m dℓ+m

dxℓ+m (1− x2)ℓ
]

dx

=
(2ℓ)!(ℓ+m)!

(ℓ−m)!

∫ 1

−1
(1− x2)ℓdx (11.217)

注意蓝色部分之所以为常数，是因为 (1− x2)m dℓ+m

dxℓ+m (1− x2)ℓ是 ℓ+m次多项式，求

导 ℓ+m次后只有最高次幂有非零贡献。

最后，做变量替换 t = 1+x
2 ，得到∫ π

0
[Ψℓm(θ)]2 sinθdθ =

22ℓ+1(2ℓ)!(ℓ+m)!
(ℓ−m)!

∫ 1

0
tℓ(1− t)ℓdt

=
22ℓ+1(2ℓ)!(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
[Γ(ℓ+1)]2

Γ(2ℓ+2)

=
22ℓ+1(2ℓ)!(ℓ+m)!

(ℓ−m)!
(ℓ!)2

(2ℓ+1)!

= 4ℓ (ℓ!)2 (ℓ+m)!
(ℓ−m)!

2
2ℓ+1

(11.218)

11.5.3 球面谐函数的对称性

我们把从原点到单位球面上的 (θ ,ϕ)点的单位矢量记作 n，并把 Yℓm(θ ,ϕ)简
记为 Yℓm(n)。在单位球面上的积分∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ f (θ ,ϕ)

我们就简记作 ∫
f (n)d2n.

在这一小节，我们讨论 Yℓm(n)的各种对称性质。
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球面谐函数的宇称性质: 对相反的两个方向，有

Yℓm(n) = (−1)ℓYℓm(−n). (11.219)

证明：如果 n对应 (θ ,ϕ)，则 −n对应 (π −θ ,π +ϕ)。

Yℓm(π −θ ,π +ϕ)

= Nℓm

{
sinm(π −θ)

[
1

sin(π −θ)
d

d(π −θ)

]ℓ+m

sin2ℓ(π −θ)

}
eim(π+ϕ)

= Nℓm

{
sinm θ

(
− 1

sinθ
d

dθ

)ℓ+m

sin2ℓθ

}
(−1)meimϕ

= (−1)ℓ+2mNℓm

[
sinm θ

(
1

sinθ
d

dθ

)ℓ+m

sin2ℓθ

]
eimϕ

= (−1)ℓYℓm(θ ,ϕ) (11.220)

Yℓm和 Yℓ,−m之间的关系:

Yℓ,−m(θ ,ϕ) = (−1)mY∗
ℓ,m(θ ,ϕ). (11.221)

证明：把 Y∗
ℓm(θ ,ϕ) = Nℓ,mΨℓm(θ)e−imϕ 在单位球面上展开：

Y∗
ℓm(θ ,ϕ) = ∑

ℓ′,m′
cℓ′m′Yℓ′m′(θ ,ϕ).

两边同乘以 Y∗
ℓ′m′ 并在单位球面上积分，得到

cℓ′m′ =
∫ π

0
sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ Y∗

ℓ′m′(θ ,ϕ)Y∗
ℓm(θ ,ϕ).

即

cℓ′m′ = Nℓ′m′Nℓm

∫ π

0
Ψℓ′m′(θ)Ψℓm(θ)sinθdθ

∫ 2π

0
dϕe−i(m′+m)ϕ .

显然，当 m′ +m ̸= 0 时上式为零。当 m′ = −m，但 ℓ ̸= ℓ′ 时，Ψℓm(θ)cosmϕ 和
Ψℓ′m′(θ)cosmϕ 都是单位球面上的谐函数，且它们对应不同的 k2

2D (即 ℓ(ℓ+ 1) 和

ℓ′(ℓ′+1))，根据一般正交定理，上式的积分仍为零。

因此我们只需要计算 cℓ,−m。剩下的计算和证明 Ψℓm归一化积分时的过程几乎完全
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相同：

cℓ,−m = 2πNℓmNℓ,−m

∫ π

0
sinθdθΨℓm(θ)Ψℓ,−m(θ)

= 2πNℓmNℓ,−m

∫ π

0
sinθdθ

(
1

sinθ
d

dθ

)ℓ−m

sin2ℓθ
(

1
sinθ

d
dθ

)ℓ+m

sin2ℓθ

= 2πNℓmNℓ,−m

∫ 1

−1

dℓ−m

dxℓ−m (x2 −1)ℓ
dℓ+m

dxℓ+m (x2 −1)ℓdx

= 2πNℓmNℓ,−m(−1)ℓ+m
∫ 1

−1
(x2 −1)ℓ

d2ℓ

dx2ℓ (x
2 −1)ℓdx

= 2πNℓmNℓ,−m(−1)m(2ℓ)!
∫ 1

−1
(1− x2)ℓdx

= 2πNℓmNℓ,−m(−1)m (ℓ−m)!
(ℓ+m)!

1
2πN2

ℓm

= (−1)m (ℓ−m)!
(ℓ+m)!

Nℓ,−m

Nℓm

= (−1)m (11.222)

三个球面谐函数乘积积分的对称性: 单位球面上的积分∫
Yℓ1m1(n)Yℓ2m2(n)Yℓ3m3(n)d

2n

非零，则必须下列三个条件均满足：

(1). m1 +m2 +m3 = 0;

(2). 以 ℓ1, ℓ2, ℓ3为三条边可以构成三角形，即 |ℓ1 − ℓ2| ≤ ℓ3 ≤ ℓ1 + ℓ2;

(3). ℓ1 + ℓ2 + ℓ3是偶数。

证明：

Yℓ1m1(n)Yℓ2m2(n)Yℓ3m3(n) ∝ Ψℓ1m1(θ)Ψℓ2m2(θ)Ψℓ3m3(θ)e
i(m1+m2+m3)ϕ .

如果 m1 +m2 +m3 ̸= 0，则对 ϕ 积分已经是零。
下面考虑 m1 +m2 +m3 = 0的情况，如果 ℓ1, ℓ2, ℓ3 不能构成三角形，不妨设 ℓ1 >

ℓ2 + ℓ3，则运用分部积分的技巧：∫ π

0
Ψℓ1m1(θ)Ψℓ2m2(θ)Ψℓ3m3(θ)sinθdθ

=
∫ 1

−1

[
dℓ1+m1

dxℓ1+m1
(x2 −1)ℓ1

][
dℓ2+m2

dxℓ2+m2
(x2 −1)ℓ2

][
dℓ3+m3

dxℓ3+m3
(x2 −1)ℓ3

]
dx

= (−1)ℓ1+m1

∫ 1

−1
(x2 −1)ℓ1

dℓ1+m1

dxℓ1+m1

{[
dℓ2+m2

dxℓ2+m2
(x2 −1)ℓ2

][
dℓ3+m3

dxℓ3+m3
(x2 −1)ℓ3

]}
dx

= 0 (11.223)
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我先来对上的计算过程做些说明：第 k次（k = 1,2, . . . , l1+m1）分部积分得到的积

分上下限贡献是

(−1)k−1
[

dl1+m1−k

dxl1+m1−k (x
2 −1)ℓ1

]
dk−1

dxk−1

{[
dℓ2+m2

dxℓ2+m2
(x2 −1)ℓ2

][
dℓ3+m3

dxℓ3+m3
(x2 −1)ℓ3

]}∣∣∣∣1
−1

注意到三个被求导函数总计含有 l1 + l2 + l3 个 (x2 −1)的因子。因为总计求导次数

(l1 +m1 −k)+(k−1)+(l2 +m2)+(l3 +m3) = l1 + l2 + l3 −1 < l1 + l2 + l3，所以至少

有一个 (x2 −1)的因子未被求导。所以上式结果为零。

另外，最后一步的结果是根据蓝色部分是次数低于 ℓ1+m1次的多项式，求导 ℓ1+m1

次后显然为零。

最后来看 l1 + l2 + l3必须为偶数这个条件：根据

Yℓ1m1(−n)Yℓ2m2(−n)Yℓ3m3(−n) = (−1)ℓ1+ℓ2+ℓ3Yℓ1m1(n)Yℓ2m2(n)Yℓ3m3(n),

显然若 ℓ1 + ℓ2 + ℓ3为奇数时，积分在 n和 −n处两两抵消，结果为零。

那么，当三个条件都得到满足时，三个球面谐函数乘积积分是否结果一定非零呢？

答案是肯定的，但是这种积分的计算涉及到 3- j符号 (three-j symbol)（或者高等量

子力学中的 Clebsch-Gordan系数）等高级的内容，我们就不深入讨论了。（如果写

一本续集可以考虑⋯⋯）

我们下面来看一个和原子跃迁规则密切相关的一个问题。

例题 62: cosθ Y7,4(θ ,ϕ)可以写成哪些（同样以 θ ,ϕ 为宗量的）球谐函数的
线性组合？

解答：根据 Y1,0 ∝ cosθ，以及正交归一化关系(11.196)，问题等价于：对哪些 ℓ,m，

单位球面上的积分 ∫
Y∗
ℓm(n)Y1,0(n)Y7,4(n)d2n

非零。

根据 (11.221)，问题又等价于：对哪些 ℓ,m，单位球面上的积分∫
Yℓ,−m(n)Y1,0(n)Y7,4(n)d2n

非零。

根据三个球面谐函数乘积积分的对称性，可以得到 m = 4，以及 ℓ = 6或 8。即最

后结论是可以写成 Y8,4和 Y6,4的线性组合。
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11.6 勒让德多项式

如果要研究的问题具有球对称性，我们只要使用 Y00 =
1√
4π 就行了。你当然能

意识到我不可能从此就和你讨论一个常数函数。所以至少我会考虑更复杂一点的

问题。例如，有一个特殊的点（比如除了球之外还有个点电荷之类的问题），或者

有个特殊的平面（比如除了球之外还有个圆环之类的问题）。在这些情况下，我可

以过特殊点或者垂直于特殊平面作直线并取为 z轴方向，问题就具有绕 z轴旋转不

变性——也就是不依赖于球坐标系的 ϕ 坐标。这时需要考虑的球面谐函数具有 Yℓ0

（即 m = 0）的形式。

观察表11.1你不难发现，Yℓ0(θ ,ϕ) 除了其实并不依赖于 ϕ 之外，它好像还是
cosθ 的 ℓ次多项式。其实，你可以把“好像”两个字去掉，而且这个结论非常容

易证明。利用 Yℓm的定义(11.195)，就有

Yℓ0(θ ,ϕ) =
√

(2ℓ+1)
4π

1
2ℓℓ!

(
1

sinθ
d

dθ

)ℓ

sin2ℓθ . (11.224)

令 x ≡ cosθ，则 1
sinθ

d
dθ =− d

dx。上式就成为√
4π

(2ℓ+1)
Yℓ0(θ ,ϕ) =

1
2ℓℓ!

(
d
dx

)ℓ (
x2 −1

)ℓ
. (11.225)

上式右边是 x的 2ℓ次多项式的 ℓ次导函数，显然就是 x的 ℓ次多项式。这个多项

式是很有名的勒让德多项式（Legendre Polynomial），通常记作 Pℓ(x)。也就说我们

有

罗巨格（Rodrigues）公式:

Pℓ(x) =
1

2ℓℓ!

(
d
dx

)ℓ (
x2 −1

)ℓ
. (11.226)

这个结果是罗巨格在他的博士学位论文中提出来的。当时勒让德多项式已经

熟为人知，不过是通过另一种方式定义的（见(11.230)）。

现在(11.225)就可以写成：

球谐函数和勒让德多项式的关系:

Pℓ(cosθ) =

√
4π

(2ℓ+1)
Yℓ0(θ ,ϕ). (11.227)

或者说，具有绕 z轴旋转对称性的球面谐函数可以写为
√

2ℓ+1
4π Pℓ(cosθ)。这已

经是正交归一化的函数组了，所以在单位球面上积分：∫ π

0

√
2ℓ+1

4π
Pℓ(cosθ)

√
2ℓ′+1

4π
Pℓ′(cosθ)sinθdθ

∫ 2π

0
dϕ = δℓℓ′ . (11.228)
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作变量替换 x = cosθ 并完成对 ϕ 的积分，整理后就有

勒让德多项式正交归一化公式:∫ 1

−1
Pℓ(x)Pℓ′(x)dx =

2
2ℓ+1

δℓℓ′ . (11.229)

你并不必纠结(11.226)和(11.227)到底哪个是（较简明的）定义，哪个是（推导

出来的）定理。对已经掌握了(11.195)的我们来说，这些结论都十分简单，无所谓

选哪个作为定义。事实上，很多时候勒让德函数是直接用在 x = 1处的直接展开式

定义的：

勒让德多项式在 x = 1处的展开式:

Pℓ(x) =
ℓ

∑
k=0

(ℓ+ k)!
(k!)2(ℓ− k)!

(
x−1

2

)k

. (11.230)

作变量替换 t = x−1，则 (x2−1)ℓ = tℓ(t +2)ℓ。把 (t +2)ℓ直接按二项式定理展

开后，不难证明 (11.230)和 (11.226)的等价性。具体过程如下：

证明：令 t = x−1，按照罗巨格公式，

Pℓ(x) =
1

2ℓℓ!

(
d
dt

)ℓ [
tℓ (t +2)ℓ

]
.

=
1

2ℓℓ!

(
d
dt

)ℓ
[

tℓ
ℓ

∑
k=0

ℓ!
k!(ℓ− k)!

tk2ℓ−k

]
.

=
1

2ℓℓ!

(
d
dt

)ℓ
[

ℓ

∑
k=0

ℓ!
k!(ℓ− k)!

tℓ+k2ℓ−k

]
.

=
1

2ℓℓ!

ℓ

∑
k=0

ℓ!
k!(ℓ− k)!

(ℓ+ k)!
k!

tk2ℓ−k.

=
ℓ

∑
k=0

(ℓ+ k)!
(k!)2(ℓ− k)!

( t
2

)k
. (11.231)

这种直接计算的方法当然毫无乐趣可言，所以我就不一一重复了。勒让德多

项式在 x =−1和 x = 0处的展开结果分别如下。

勒让德多项式在 x =−1处的展开式:

Pℓ(x) =
ℓ

∑
k=0

(−1)ℓ−k(ℓ+ k)!
(k!)2(ℓ− k)!

(
x+1

2

)k

. (11.232)
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偶数阶勒让德多项式在 x = 0处的展开式:

P2n(x) =
1

22n

n

∑
k=0

(−1)n−k [2(n+ k)]!
(n+ k)!(n− k)!(2k)!

x2k. (11.233)

奇数阶勒让德多项式在 x = 0处的展开式:

P2n+1(x) =
1

22n+1

n

∑
k=0

(−1)n−k [2(n+ k+1)]!
(n+ k+1)!(n− k)!(2k+1)!

x2k+1. (11.234)

根据这些展开式，奇数阶的勒让德多项式只包含奇数次幂，所以是奇函数。偶

数阶勒让德多项式只包含偶数次幂，所以是偶函数。表11.2列出了具体的几个低阶

勒让德多项式供参考。

Table 11.2: 低阶的若干个勒让德多项式

ℓ Pℓ(x)

0 1

1 x

2 3x2−1
2

3 5x3−3x
2

4 35x4−30x2+3
8

5 63x5−70x3+15x
8

上面这些展开式也给出了 Pℓ(1) = 1，Pℓ(−1) = (−1)ℓ，P2n(0) =
(−1)n(2n)!

22n(n!)2 ，以及

显然的 P2n+1(0) = 0等等。

利用(11.230)，我们还可以证明

勒让德函数的母函数定理:

1√
1+ t2 −2xt

=
∞

∑
ℓ=0

Pℓ(x)tℓ, |t|< |x±
√

x2 −1|. (11.235)
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证明：
1√

1+ t2 −2xt
=

1

(1− t)
√

1− 2(x−1)t
(1−t)2

=
1

1− t

∞

∑
k=0

(
−1

2

k

)(
−2(x−1)t

(1− t)2

)k

=
∞

∑
k=0

(2k)!
2k(k!)2 (x−1)ktk(1− t)−2k−1

=
∞

∑
k=0

(2k)!
2k(k!)2 (x−1)ktk

∞

∑
n=0

(
−2k−1

n

)
(−t)n

=
∞

∑
k=0

∞

∑
n=0

(2k+n)!
2k(k!)2n!

(x−1)ktn+k

=
∞

∑
ℓ=0

ℓ

∑
k=0

(ℓ+ k)!
(k!)2(ℓ− k)!

(
x−1

2

)k

tℓ (11.236)

利用(11.230)即证毕。

勒让德多项式的母函数定理两边对 t 求导就能得到

勒让德多项式的递推关系:

(2ℓ+1)xPℓ(x) = (ℓ+1)Pℓ+1(x)+ ℓPℓ−1(x), ℓ= 0,1,2 . . . . (11.237)

证明：勒让德函数的母函数定理(11.235)两边对 t 求导，得到

x− t
(1−2xt + t2)3/2 =

∞

∑
ℓ=1

ℓPℓ(x)tℓ−1. (11.238)

即

(x− t)
∞

∑
ℓ=0

Pℓ(x)tℓ = (1−2xt + t2)
∞

∑
ℓ=1

ℓPℓ(x)tℓ−1. (11.239)

两边比较 tℓ的系数即得证。

勒让德多项式的母函数定理两边对 x求导，并结合上面的递推公式，就能得到

勒让德多项式的微分递推关系:

(2ℓ+1)Pℓ(x) = P′
ℓ+1(x)−P′

ℓ−1(x), ℓ= 0,1,2, . . . (11.240)

证明：勒让德函数的母函数定理(11.235)两边对 x求导，得到

t
(1−2xt + t2)3/2 =

∞

∑
ℓ=0

P′
ℓ(x)t

ℓ. (11.241)
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即

t
∞

∑
ℓ=0

Pℓ(x)tℓ = (1−2xt + t2)
∞

∑
ℓ=0

P′
ℓ(x)t

ℓ. (11.242)

两边比较 tℓ+1的系数，有

Pℓ(x) = P′
ℓ+1(x)−2xP′

ℓ(x)+P′
ℓ−1(x). (11.243)

(11.237)两边对 x求导，有

(2ℓ+1)Pℓ(x)+(2ℓ+1)xP′
ℓ(x) = (ℓ+1)P′

ℓ+1(x)+ ℓP′
ℓ−1(x). (11.244)

(11.243)两边乘以 ℓ+ 1
2，减去(11.244)，即得证。

由 Yℓ0满足的球面谐函数的微分方程（参考(11.207)），可以直接得到

勒让德多项式满足的微分方程:[
(1− x2)P′

ℓ(x)
]′
=−ℓ(ℓ+1)Pℓ(x). (11.245)

对初次接触勒让德多项式的你来说，上面讨论的这些性质也许一时间很难消

化。我们先来看一些例题。

例题 63: 计算积分 ∫ 1

−1
x8P7(x)dx

解答：被积分函数是奇函数，所以结果为零。

例题 64: 计算积分 ∫ 1

−1
x5P7(x)dx

解答：由于 x5可以写成 P5(x),P4(x),P3(x) . . .的线性组合，而这些多项式都和 P7(x)

在 [−1,1]上正交，所以结果为零。

例题 65: 计算积分 ∫ 1

−1
xP5(x)P6(x)dx

解答：利用(11.237)，有

xP5(x) =
6

11
P6(x)+

5
11

P4(x)
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然后利用正交归一化性质(11.229)，有∫ 1

−1
xP5(x)P6(x)dx =

6
11

∫ 1

−1
[P6(x)]

2 dx+
5

11

∫ 1

−1
P6(x)P4(x)dx =

12
143

+0 =
12

143

例题 66: 计算积分 ∫ 1

0
P′

7(x)P6(x)dx

解答：利用(11.240)，有

P′
7(x) = 13P6(x)+P′

5(x).

P′
5(x)为四次多项式，可以写成 P4(x),P3(x), . . .的线性组合，这些多项式都和 P6(x)

在 [−1,1]上正交，所以 ∫ 1

−1
P′

5(x)P6(x)dx = 0.

因此 ∫ 1

−1
P′

7(x)P6(x)dx =
∫ 1

−1
13 [P6(x)]

2 dx = 2.

因为 P′
7(x)P6(x)是偶函数，所以∫ 1

0
P′

7(x)P6(x)dx =
1
2

∫ 1

−1
P′

7(x)P6(x)dx = 1.

例题 67: 把 xn (n ≥ 0,n ∈ Z, −1 ≤ x ≤ 1)展开成

xn =
n

∑
ℓ=0

cℓPℓ(x)

计算系数 cℓ。

解答：根据 Pℓ(x)的正交归一性以及罗巨格公式，分部积分 ℓ次，得到：

cℓ =
2ℓ+1

2

∫ 1

−1
Pℓ(x)xndx

=
2ℓ+1
2ℓ+1ℓ!

∫ 1

−1
xn dℓ

dxℓ
(x2 −1)ℓdx

=
(2ℓ+1)n!

2ℓ+1ℓ!(n− ℓ)!

∫ 1

−1
(1− x2)ℓxn−ℓdx (11.246)



234 Chapter 11.正交曲面坐标系中的谐函数

显然当 n− ℓ为奇数时，cℓ = 0。

当 n− ℓ为偶数时，设 n− ℓ= 2k，并做变量替换 t = x2：

cℓ =
(2ℓ+1)n!

2ℓ+1ℓ!(n− ℓ)!

∫ 1

0
(1− t)ℓtk− 1

2 dt

=
(2ℓ+1)(2k+ ℓ)!

2ℓ+1ℓ!(2k)!
Γ(ℓ+1)Γ

(
k+ 1

2

)
Γ
(
ℓ+ k+ 3

2

)
=

(2ℓ+1)(2k+n)!Γ
(n−ℓ+1

2

)
2ℓ+1(2k)!Γ

(n+ℓ+3
2

)
=

2ℓ(2ℓ+1)(ℓ+ k)!(ℓ+2k)!
k!(2ℓ+2k+1)!

(11.247)

因此最后得到：

xn =
[n/2]

∑
k=0

2n−2k(2n−4k+1)(n− k)!n!
k!(2n−2k+1)!

Pn−2k(x). (11.248)

我们最后再介绍一个和勒让德多项式相关的重要（但和本书主干内容也许并

不那么相关的）结果，

球面谐函数的加法公式: 设 n1, n2为任意两个方向，则

Pℓ(n1 ·n2) =
4π

2ℓ+1

ℓ

∑
m=−ℓ

Y∗
ℓm(n1)Yℓm(n2), (11.249)

这里的 n1 ·n2 是 n1 和 n2 的夹角的余弦。它可以用 n1 的坐标 (θ1,ϕ1)和 n2

的坐标 (θ2,ϕ2)明确地表示出来：

n1 ·n2 = cosθ1 cosθ2 + sinθ1 sinθ2 cos(ϕ1 −ϕ2). (11.250)

我们把这个定理的证明放到下一章（见(12.30)）。

11.7 球坐标系的谐函数和数理方程

我们现在把二维的球面上的谐函数推广到三维的球坐标系。为此，我们必须

先介绍球贝塞尔函数。

把自由度 r重新纳入之后，令谐函数为Ψ(r,θ ,ϕ) = f (r)Yℓm(θ ,ϕ)，则由 ∇2Ψ =

−k2Ψ得到：

f ′′+
2
r

f ′+
(

k2 − ℓ(ℓ+1)
r2

)
f = 0
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容易验证这个方程的两个线性无关解是 (kr)−1/2Jℓ+ 1
2
(kr) 和 (kr)−1/2Nℓ+ 1

2
(kr) （见

本章习题中类贝塞尔方程的通解）。

我们把这两个函数重新写为 jℓ(kr)和 nℓ(kr)，其中

第一类球贝塞尔函数的定义:

jℓ(x) :=
√

π
2x

Jℓ+1/2(x), ℓ ∈ Z. (11.251)

以及

第二类球贝塞尔函数的定义:

nℓ(x) :=
√

π
2x

Nℓ+1/2(x), ℓ ∈ Z. (11.252)

于是对球坐标系的谐函数有如下结论

实心球（包含 r = 0的）区域内的谐函数通解:

ψ ∝ jℓ(kr)Yℓm(θ ,ϕ). (11.253)

对应的波数为 k。这里 ℓ= 0,1,2, . . .，m = 0,±1,±2, . . . ,±ℓ。

空心球（不包含 r = 0的）区域内的谐函数通解:

ψ = [Ajℓ(kr)+Bnℓ(kr)]Yℓm(θ ,ϕ). (11.254)

对应的波数为 k。这里 A,B是待定系数，ℓ= 0,1,2, . . .，m = 0,±1,±2, . . . ,±ℓ。

由于半奇数阶贝塞尔函数是初等函数，所以球贝塞尔函数其实都是初等函数，

列出常用的几个低阶球贝塞尔函数如下：

j0(x) =
sinx

x
, (11.255)

j1(x) =
sinx− xcosx

x2 ; (11.256)

j2(x) =
3sinx−3xcosx− x2 sinx

x3 ; (11.257)

n0(x) = −cosx
x

, (11.258)

n1(x) = −cosx+ xsinx
x2 . (11.259)

n2(x) =
x2 cosx−3cosx−3xsinx

x3 . (11.260)
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用贝塞尔函数的递推公式(11.29)以及 j0和 n0的表达式，容易得到：

球贝塞尔函数的初等表达式:

jl(x) = (−x)l
(

1
x

d
dx

)l sinx
x

; (11.261)

nl(x) = −(−x)l
(

1
x

d
dx

)l cosx
x

. (11.262)

下面我们来看一些球贝塞尔函数的具体应用的例子。

例题 68: 把 eiλx（−1 ≤ x ≤ 1为变量，λ 为任意实数参量）展开成级数：

eiλx =
∞

∑
ℓ=0

cℓ(λ )Pℓ(x).

试计算展开系数 cℓ(λ )的显式表达式。

解答：利用前面得到过的结果(11.248)，有

eiλx =
∞

∑
n=0

inλ n

n!
xn

=
∞

∑
n=0

[n/2]

∑
k=0

inλ n

n!
2n−2k(2n−4k+1)(n− k)!n!

k!(2n−2k+1)!
Pn−2k(x)

=
∞

∑
ℓ=0

2ℓ(2ℓ+1)Pℓ(x)
∞

∑
k=0

(iλ )ℓ+2k(ℓ+ k)!
k!(2ℓ+2k+1)!

=
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1)iℓPℓ(x)
√

π
2λ

∞

∑
k=0

(−1)k

k!Γ(ℓ+ k+ 3
2)

(
λ
2

)ℓ+2k+ 1
2

=
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1)iℓjℓ(λ )Pℓ(x) (11.263)

在最后得到的结果

eiλx =
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1)iℓjℓ(λ )Pℓ(x), (11.264)

里，令 λ = kr, x = cosθ，则得到

eikr cosθ =
∞

∑
ℓ=0

(2ℓ+1)iℓjℓ(kr)Pℓ(cosθ). (11.265)

这相当于把波矢沿 z 轴方向的平面波写成了 k 相同的一堆球坐标系谐函数的线性

组合（由轴对称性显然 m ̸= 0的项不会出现）。这是（简并）谐函数的不同的基之

间的互相转化。
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例题 69: 把一个半径为 R，温度为 T0 的均匀实心金属球放到温度为 T1 > T0

的热库中。已知金属球的导热系数为 λ , 质量密度为 ρ，单位质量比热为 c。

问金属球的球心多久之后温度可以达到 T0+T1
2 。

解答：建立球坐标系使得金属球所在区域为 r ≤ R。

显然稳恒态温度为 T1。问题中球的温度 T (r) 具有球对称性，因此可以令 u(r) =

T (r)−T1，则

∂u
∂ t

−a∇2u = 0, (11.266)

u|r=R = 0, (11.267)

u|t=0 = T0 −T1. (11.268)

其中 a = λ
ρc。根据问题对称性只能取 ℓ= m = 0的谐函数：j0(kr) = sinkr

kr 。又根据零

边界条件，可以得到

k =
nπ
R
,n = 1,2, . . .

所以设

u(r, t) =
∞

∑
n=1

cn
sin nπr

R
nπr
R

e−
n2π2at

R2 .

令 t = 0，得到
∞

∑
n=1

cn
sin nπr

R
nπr
R

= T0 −T1, 0 ≤ r ≤ R

利用谐函数正交定理（或者直接观察）可以写出

cn =
2nπ(T0 −T1)

R2

∫ R

0

(
sin

nπr
R

)
rdr = 2(−1)n+1(T0 −T1).

当 r = 0时，

u(0, t) = 2(T0 −T1)
∞

∑
n=1

(−1)n+1e−
n2π2at

R2

当 T (0, t)达到 T0+T1
2 ，也就是当 u(0, t)达到 T0−T1

2 时，

∞

∑
n=1

(−1)n+1e−
n2π2at

R2 =
1
4
. (11.269)

根据 a 的物理意义，我们知道上述方程的解必须满足 at ∼ R2，那么(11.269)左边

n = 1项占主主导，就近似可以得到

e−
π2at
R2 ≈ 1

4
.
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由这个结果又可以近似估算出 n = 2项大约为 − 1
44。为了获得更好的精度，我们把

n = 2项的（大约）贡献算进去，就有

t ≈− R2

π2a
ln
(

1
4
+

1
44

)
= 0.1389

R2

a
.

这和计算机给出的数值解 0.138785R2

a 非常接近。

例题 70: 内半径为 0.1m，外半径为 0.2m的均匀空心球。其材质的热传导方

程参数为 a = 10−4m2s−1；其初始温度为 0◦C。把它投入一个标准大气压下的

一大锅沸水中，经过多少秒之后内壁温度可以到达 99◦C？（结果请至少精确

到秒）

解答：记 T0 = 100◦C，R = 0.1m，并令 u = T −T0 (即去除稳定解)，则有

∂u
∂ t

−a∇2u = 0,

u|r=2R = 0,
∂u
∂ r

∣∣∣∣
r=R

= 0,

u|t=0 =−T0, (11.270)

由对称性知道可以把 u展开为 j0(kr)e−ak2t 和 n0(kr)e−ak2t 的线性组合。而

j0(kr) =
sin(kr)

kr
;n0(kr) =−cos(kr)

kr
,

的线性组合要满足 r = 2R处为零，r = R处对 r的偏导数为零，只有下述可能性：

sin µi(r−2R)
R

r
,

µi是按从小到大排列的第 i个满足

tan µ +µ = 0

的正实数根。

现在令

u = ∑
i

ci
sin µi(r−2R)

R
r

e−
aµ2

i t

R2 ,

根据初始条件

∑
i

ci
sin µi(r−2R)

R
r

=−T0
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剩下的问题就是用上面的等式，计算正交展开的系数 ci。

根据谐函数的正交定理

∫ 2R

R

sin µi(r−2R)
R

r
sin µ j(r−2R)

R
r

r2dr = δi jNi,

其中Ni是需要花点精力计算的归一化因子：

Ni =
∫ 2R

R
sin2 µi(r−2R)

R
dr

=
R
2

(
1− sin2µi

2µi

)
=

R
2

(
1− 2tan µi

2µi(1+ tan2 µi)

)
=

R(2+µ2
i )

2(1+µ2
i )

.

于是根据初始条件进行投影得到：

ci = − T0

Ni

∫ 2R

R

sin µi(r−2R)
R

r
r2dr

=
T0

Ni

R
µi

[
r cos

µi(r−2R)
R

∣∣∣∣2R

R
−
∫ 2R

R
cos

µi(r−2R)
R

dr

]

=
T0

Ni

R
µi

[
(2− cos µi)R− R

µi
sin

µi(r−2R)
R

∣∣∣∣2R

R

]

=
T0

Ni

R
µi

[
(2− cos µi)R− R

µi
sin µi

]
=

2T0R2

Niµi

=
4T0R(1+µ2

i )

µi(2+µ2
i )

最后结果就是

T = T0

[
1+4∑

i

(1+µ2
i )

µi(2+µ2
i )

R
r

sin
µi(r−2R)

R
e−

aµ2
i t

R2

]
.

取其衰减最慢的一项作为近似，在内壁 r = R：

1−
4(1+µ2

1 )sin µ1

µ1(2+µ2
1 )

e−
aµ2

1 t

R2 ≈ 0.99

于是我们需要明确地求出 µ1。

为了求解

tan µ +µ = 0
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简单地画 y = tan µ 和 y =−µ 的图，并观察交点分布，可以判断 π
2 < µ1 < π。

不妨设 µ1 =
π
2 + ε （0 < ε < π

2 )，则可以得到

tanε =
1

π
2 + ε

.

作为粗略的近似，我们先忽略右边的 ε，求出零阶近似解：ε ≈ arctan 2
π = 0.5669.

然后把零阶近似解代入到右边求出一阶近似解：ε ≈ arctan 1
π
2 +0.567 = 0.43755.

再迭代一次得到二阶近似：ε ≈ arctan 1
π
2 +0.43755 = 0.46198.

再迭代一次，得到三阶近似：ε ≈ arctan 1
π
2 +0.46198 = 0.45719.

再迭代一次，得到四阶近似：ε ≈ arctan 1
π
2 +0.46198 = 0.45811.

反正都迭代那么多次也不在乎多一次了：ε ≈ arctan 1
π
2 +0.45811 = 0.45793.

再迭代一次反正也不会死人：ε ≈ arctan 1
π
2 +0.45793 = 0.45796.

这样我们得到 µ1 ≈ π
2 + ε ≈ 2.02876.

于是由
4(1+µ2

1 )sin µ1

µ1(2+µ2
1 )

e−
aµ2

1 t

R2 ≈ 0.01

可以反解出

t =
R2

aµ2
1

ln
400(1+µ2

1 )sin µ1

µ1(2+µ2
1 )

≈ 1.214
R2

a
= 121.4s

在本节的最后，我们来研究一下球贝塞尔函数的递推公式，极限行为和归一

化问题。首先根据定义容易得到

d
dx

[
xℓ+1jℓ(x)

]
= xℓ+1jℓ−1(x) (11.271)

d
dx

[
x−ℓjℓ(x)

]
= −x−ℓjℓ+1(x) (11.272)

或者等价地

jℓ−1(x)+ jℓ+1(x) =
2ℓ+1

x
jℓ(x) (11.273)

ℓjℓ−1(x)− (ℓ+1)jℓ+1(x) = (2ℓ+1)j′ℓ(x) (11.274)

显然，这些递推公式对第二类球贝塞尔函数也成立。

两类贝塞尔函数的极限行为有所不同，在 x → 0时，

jℓ(x)=
1

(2ℓ+1)!!
xℓ
[

1− x2

2(2ℓ+3)
+

x4

8(2ℓ+3)(2ℓ+5)
− x6

48(2ℓ+3)(2ℓ+5)(2ℓ+7)
+ . . .

]
(11.275)
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nℓ(x)=−(2ℓ−1)!!x−ℓ−1
[

1+
x2

2(2ℓ−1)
+

x4

8(2ℓ−1)(2ℓ−3)
+

x6

48(2ℓ−1)(2ℓ−3)(2ℓ−5)
+ . . .

]
(11.276)

这里的双阶乘符号 (2n+ 1)!! = (2n+ 1)(2n− 1)(2n− 3) . . . · 3 · 1，(2n)!! = 2n(2n−
2)(2n−4) . . . ·4 ·2，并约定 0!! = (−1)!! = 1。

对应于第一类贝塞尔函数的三个正交定理，我们有如下类似的结论。

第一类球贝塞尔函数的第一正交定理: 设 µi, µ j 是 jℓ 从小到大排列的第 i个

和第 j个正实数根，则

∫ 1

0
s2 jℓ(µis)jℓ(µ js)ds = δi j

[jℓ+1(µi)]
2

2
. (11.277)

第一类球贝塞尔函数的第二正交定理: 设 µi, µ j 是 jℓ 从小到大排列的第 i个

和第 j个正实数极值点，则

∫ 1

0
s2 jℓ(µis)jℓ(µ js)ds = δi j

(
1− ℓ(ℓ+1)

µ2
i

)
[jℓ(µi)]

2

2
. (11.278)

第一类球贝塞尔函数的第三正交定理: 设 k1,k2均为正数，则∫ ∞

0
jℓ(k1r)jℓ(k2r)r2dr =

π
2k2

1
δ (k1 − k2). (11.279)

这里的 (11.277) 和 (11.279) 都可以把 jℓ 转化为 Jℓ+1/2 简单证明。(11.278) 可

以使用谐函数的归一化定理(11.8)以及 ℓ阶球贝塞尔函数满足的微分方程 y′′+ 2
x y′+(

1− ℓ(ℓ+1)
x2

)
y = 0来证明。

11.8 第11章习题

习题 126: 证明：类贝塞尔方程

d2y
dx2 +

1−2α
x

dy
dx

+

(
β 2γ2x2γ−2 +

α2 −ν2γ2

x2

)
y = 0

在 x > 0范围内有两个线性无关解：xαJν(βxγ)和 xαNν(βxγ).

习题 127: 对任意实数 ν，证明 Jν 和 Jν+1 的正实数零点是相间分布的。也就是说，

Jν 的两个相邻的正实数零点间有且仅有一个 Jν+1的零点，反之亦然。

提示：用递推公式以及罗尔定理。
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习题 128: 已知 ν >−1，µ > 0，且 Jν(µ) = 0。计算积分∫ 1

0
s [Jν+1(µs)]2 ds.

提示：s = sν+1s−ν .

习题 129: 计算 J2(x)的所有正实数零点 µ1,µ2, . . .的平方倒数和

∞

∑
i=1

1
µ2

i

以及四次方倒数和
∞

∑
i=1

1
µ4

i
.

提示：在 8J2(x)
x2 = ∏∞

i=1

(
1− x2

µ2
i

)
两边比较对应项系数。

习题 130: 设函数 f (x) = xαJm(x) （这里的 α 为实数, m 为非负整数）在 x = µ 和
x = ν 均取到极值，且 µ > ν > 0。请证明∫ 1

0
xJm(µx)Jm(νx)dx = 0.

提示：用谐函数正交定理。

习题 131: 对 m ≥ 0,r ≥ 0以及实数 t，证明

∫ ∞

0

sin
(√

k2 +m2 t
)

cos(kr)
√

k2 +m2
dk =


π
2 J0

(
m
√

t2 − r2
)
, if t > r

0, if |t|< r

−π
2 J0

(
m
√

t2 − r2
)
, if t <−r

(11.280)

提示：由于被积量为 t的奇函数，不妨只讨论 t > 0的情况。做变量替换 k →msinhu，

并考虑闭合围道 R+ iπ → iπ → 0 → R → R+ iπ （R → ∞）上的积分。
注意为了保证 R→R+iπ上积分趋向于零：当 t < r时要选取被积函数为 eimt coshz+imr sinhz−
eimr sinhz−imt coshz （这时容易验证 0 → iπ 上积分也为零）；当 t > r时要选取被积函

数为 eimt coshz+imr sinhz + eimt coshz−imr sinhz，这时计算 0 → iπ 上的积分要用到 (11.83)。

习题 132: 计算不定积分 ∫
x [Jν(x)]

2 dx.

提示：利用(11.125)，或者在 (11.66)中令 a = 1,b = 1+ ε 并令 ε → 0+。

习题 133: 对 µ2 ̸= ν2，计算不定积分∫ Jµ(x)Jν(x)
x

dx.

提示：利用贝塞尔方程。
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习题 134: 证明：对 ν > 0，证明：

∫ ∞

0

[Jν(x)]
2

x
dx =

1
2ν

.

提示：利用上一题结论，并令 µ → ν。
习题 135: 计算不定积分 ∫ dx

x
{
[Jν(x)]

2 +[Nν(x)]
2
} .

提示：利用朗斯基行列式。

习题 136: 对 s > 0，证明任意阶的第一类贝塞尔函数的积分表示

Jν(s) =
1
π

∫ π

0
cos(νθ − ssinθ)dθ − sin(νπ)

π

∫ ∞

0
e−ssinh t−νtdt.

提示：考虑如图11.6中的围道上的 e
s
2(z− 1

z )z−ν−1 的积分；做变量替换 t = sz
2，把得

到的表达式中的 e−
s2
4t 级数展开，最后用(4.104)得到展开系数中的 Γ函数。

Figure 11.6: 题 136图

习题 137: 利用上一题的结论推导任意阶第一类贝塞尔函数在无穷远处的渐近公
式。

习题 138: 对 ν >−1，−π
2 < φ < π

2 证明∫ ∞

0
Jν(x)eixsinφ dx =

eiνφ

cosφ
. (11.281)

(这个结论非常有用，如令 φ = 0就能导出
∫ ∞

0 Jν(x)dx = 1，又如令 φ = π
6 就能计算∫ ∞

0 Jν(x)sin x
2dx，等等。)

提示：

Jν(x) =
1

2πi

∫
C

e
x
2(z− 1

z )z−ν−1dz,
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其中围道C如图11.6所示。

然后通过交换积分次序的方法证明∫ ∞

0
Jν(x)e(isinφ−ε)x dx =

eiνφ

cosφ
.

这里添加的 ε → 0+是为了改善积分收敛性（这个技巧在下一章还会用到）。

在证明的过程中要注意：围道两个端点被割线分离，不能直接应用留数定理，而需

要回到最初证明洛朗定理那样（见(3.6)）把 1
z−α（这里的 α 是被积函数的奇点）进

行几何级数展开。

证明的最后一步要用到 eiνφ 在 [−π,π]上按正交基 eimφ （m = 0,±1,±2, . . .）的展

开。

习题 139: 一个半径为 R，周边固定的均匀圆形薄膜，其横向小振动的波速参数为

a。一开始薄膜各处均处于静止，横向小位移为

u|t=0 = A
r
R

(
1− r2

R2

)
cosθ ,

这里的 (r,θ) (0 ≤ r ≤ R)是以薄膜中心为原点建立的极坐标，A为常量。请计算之

后薄膜的横向小振动 u(r,θ , t)。
习题 140: 有一个半径为 R = 0.1m，材质的热传导方程参数为 a = 10−4m2s−1 的孤

立、均匀薄圆盘。初始时刻上半个圆盘 (极坐标 0 ≤ θ < π)的温度为 400K，下半

个圆盘（极坐标 π ≤ θ < 2π）的温度为 300K。经过一分钟之后，上半圆盘的最高

边缘，即 r = R,θ = π
2 处，温度是多少？(请计算至少精确到 1K)

习题 141: sinθ eiϕ Y4,2(θ ,ϕ)可以写成哪几个（同样以 θ ,ϕ 为宗量的）球面谐函数
的线性组合？

习题 142: sinθ ∂
∂θ Y7,3(θ ,ϕ)可以写成哪几个（同样以 θ ,ϕ 为宗量的）球面谐函数

的线性组合？

习题 143: 计算[
Y5,1

(π
2
,0
)]2

+
[
Y5,2

(π
2
,0
)]2

+
[
Y5,3

(π
2
,0
)]2

+
[
Y5,4

(π
2
,0
)]2

的值。

习题 144: 计算积分 ∫ 1

0
x2P6(x)P8(x)dx.

习题 145: 计算积分 ∫ 1

−1
Pℓ(x) ln(1− x)dx

习题 146: 计算勒让德函数的导函数 P′
100(1)的值。
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习题 147: 限定 ℓ为整数，计算极限

lim
ℓ→∞

[J0(ℓ)]
2 +[N0(ℓ)]

2

[P2ℓ(0)]
2 .

习题 148: 证明：ℓ阶勒让德多项式的所有 ℓ个零点都在区间 (−1,1)内。

习题 149: 设非负整数 m ≤ n，证明

Pm(x)Pn(x) =
m

∑
k=0

(2n−2m+4k+1)DkDm−kDn−m+k

(2n+2k+1)Dn+k
Pn−m+2k(x),

其中 Dℓ ≡ (2ℓ)!
(ℓ!)2。特别地，当 m = 1时，该公式退化为(11.237)。当 m = 2时，对 n ≥ 2

有下述递推公式：

P2(x)Pn(x)=
3n(n−1)

2(2n+1)(2n−1)
Pn−2(x)+

n(n+1)
(2n+3)(2n−1)

Pn(x)+
3(n+1)(n+2)

2(2n+1)(2n+3)
Pn+2(x).

(11.282)

习题 150: 证明

nℓ(x) = (−1)ℓ+1
√

π
2x

J−ℓ−1/2(x).

习题 151: 证明

∞

∑
ℓ=0

(−1)ℓ(2ℓ+1) [jℓ(x)]
2 =

sin(2x)
2x

. (11.283)

习题 152: 铀块里的中子数密度 n(x, t) 除了随机扩散行为（类似于固体中热传导）
之外，还存在自我增殖现象，具体满足的方程是：

∂n
∂ t

−D∇2n = βn. (11.284)

这里的常量 D是扩散率，β 是净增殖率。计算球形铀块的零界半径（即内部 n稳

定不变时铀块的最小半径）。

习题 153: 一个半径为 R的孤立均匀金属球，导热系数为 λ ,单位体积比热为 c。记

r为到球心的距离，一开始 t = 0时刻球内各处的温度为 T (r) = T0
(
1+ r

R

)
。计算球

内各处温度随时间的变化。

习题 154: 一个半径为 R的孤立均匀半球，其材质的导热系数为 λ , 单位体积比热

为 c。记一开始 t = 0时刻球内各处的温度为 T |t=0 = T0
z2

R2，这里 z是到底面的距离。

计算球内各处温度随时间的变化。

习题 155: 因为简并本征值的本征矢子空间的基的选取是任意的，所以同样的 k对

应的不同坐标系的谐函数可以互相线性表示出来。对直角坐标系和球坐标系而言，
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(11.265)给出了轴对称的情况。请利用球面谐函数的加法公式把这个结果推广到任

意的平面波：

eik·x = 4π
∞

∑
ℓ=0

ℓ

∑
m=−ℓ

iℓY∗
ℓm(k̂)Yℓm(x̂)jℓ(kr), (11.285)

其中 r = |x|，x̂和 k̂分别是 x和 k方向的单位矢量。
习题 156: 设 k1, k2 为两个长度和方向均固定的三维矢量，x1 和 x2 是两个长度固

定，互相夹角也固定的随机三维矢量。证明：eik1·x1eik2·x2 的期待值为

⟨eik1·x1eik2·x2⟩=
∞

∑
ℓ=0

(−1)ℓ(2ℓ+1)Pℓ

(
k̂1 · k̂2

)
Pℓ (x̂1 · x̂2) jℓ(k1x1)jℓ(k2x2), (11.286)

这里 k1 ≡ |k1|，k̂1 ≡ k1
k1
；其余几个符号类似定义。
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我们现在来集中讨论当边界条件不是零（齐次）边界条件时如何求解数理方

程。一个总体的思路是“把边界条件齐次化”：寻找一个满足边界条件（但不满足

初始条件）的特解，减去这个特解后边界条件就转化为齐次的了。

对热传导方程问题，我们通常是求出稳态解作为满足方程和边界条件的特解。

前面已经介绍过很多个例子了。下面我们来分别讨论泊松方程和波动方程。

12.1 非零边界条件的泊松方程问题

对于泊松方程，求解的思路是先寻找一个满足泊松方程，但不满足边界条件的

特解。减去特解之后，问题转化为求解满足非零边界条件的无源泊松方程 ∇2Ψ = 0。

也就是求拉普拉斯算符的本征值为零（k = 0）的本征函数。我们可以预先找好这

样的本征函数的一族通解，然后通过线性叠加来得到满足要求的非零边界条件。

k = 0的拉普拉斯算符本征函数往往可以通过对谐函数的通解取 k → 0+ 极限
或者对谐函数的通解取虚宗量获得。

12.1.1 取 k → 0+ 极限的方法

先看谐函数取 k = 0+ 极限的方法。在极坐标系中，对圆盘或者扇形区域内谐

函数的通解

Jν(kr) [Acos(νθ)+Bsin(νθ)] , (ν ≥ 0)

取 k → 0+的极限，忽略归一化系数（我们下面给出的结果都不做归一化），就得到
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在圆盘或者扇形区域内 k = 0的拉普拉斯算符本征函数:

rν [Acos(νθ)+Bsin(νθ)] , (ν ≥ 0) (12.1)

对要求满足周期性边界条件的圆盘，ν 必须取整数。

用同样的方法，可以得到：

在圆环或者扇环区域内 k = 0的拉普拉斯算符本征函数:[
Arν +Br−ν] [C cos(νθ)+Dsin(νθ)] , (ν > 0) (12.2)

以及（ν = 0时的情况）

A+B lnr (12.3)

对要求满足周期性边界条件的圆环，ν 必须取整数（包含 ν = 0时的 A+B lnr

解）。

从这一节开始，由于不再受零边界条件的限制，我们也考虑不封闭的区域。一

般我们假设物理量在无穷远处不能发散，所以当考虑一个圆外部的区域时，有

在圆的外部区域内 k = 0的拉普拉斯算符本征函数:

r−m [Acos(mθ)+Bsin(mθ)] , (m = 1,2,3, . . .) (12.4)

对球坐标系的谐函数取 k → 0+的极限可以获得如下的结果：

在实心球区域内 k = 0的拉普拉斯算符本征函数:

rℓYℓm(θ ,ϕ), ℓ= 0,1,2, . . . (12.5)

在空心球区域内 k = 0的拉普拉斯算符本征函数:[
Arℓ+Br−ℓ−1

]
Yℓm(θ ,ϕ) ℓ= 0,1,2, . . . (12.6)

在球外部区域内 k = 0的拉普拉斯算符本征函数:

r−ℓ−1Yℓm(θ ,ϕ), ℓ= 0,1,2, . . . (12.7)

直角坐标系的谐函数通解 eik·r如果取 k → 0+只能得到常数。这说明，用 k → 0+

方法获得的 k = 0的拉普拉斯算符本征函数可能是不完备的。
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12.1.2 取虚宗量方法

对二维直角坐标系的谐函数通解 cos(kxx)cos(kyy)，我们可以让 kx = b, ky = ib

（即取虚宗量），使得 k2 = k2
x +k2

y = 0，从而获得 k = 0的本征函数 cos(bx)cosh(by)。

在直角坐标系这样形式的 k = 0的拉普拉斯算符本征函数当然可以写出很多，例如

sin(bx)sinh(by)，cosh(bx)sin(by)，sin(ax)cos(by)cosh(
√

a2 +b2z)等等。

在柱坐标系，可以对谐函数通解 Jν(k2Dr)cos(νθ)cos(kzz)取 kz 为虚宗量获得

k = 0的拉普拉斯算符本征函数 Jν(br)cos(νθ)cosh(bz)，也可以取 k2D 为虚宗量获

得 k = 0的拉普拉斯算符本征函数 Jν(ibr)cos(νθ)cos(bz)等。

特别地，虚宗量的贝塞尔函数有专门的符号来表示：

第一类虚宗量贝塞尔函数 Iν 的定义:

Iν(x)≡ i−νJν(ix) =
∞

∑
n=0

1
n!(n+ν)!

(x
2

)2n+ν
. (12.8)

在定义前面额外多乘了个 i−ν 是为了让结果总是为实数。这里的虚数单位 i都

要理解为 e
π
2 i。我之所以偷懒写成 i，是为了让表达式看起来更简短好记一些。

如果直接（并且不严谨地）把贝塞尔函数的无穷远处渐近公式(11.62)应用到虚

宗量的情形，可以粗略地估算出 Iν(x)在无穷远处 (x → ∞)的渐近行为大概是

Iν(x)≈
√

2
πx

coshx ≈ ex
√

2πx
. (12.9)

对整数阶的 Im（m ∈ Z），容易从级数表达式直接验证它有和 Jm类似的性质：

I−m(x) = Im(x), m ∈ Z. (12.10)

你可能期待我如法炮制一个 Nν(ix) 之类的，具有 ∼ sinhx 渐近行为的第二类

虚宗量贝塞尔函数，但这个方案并不理想。因为首先 x很大时 sinhx和 coshx几乎

是相同的，而且同样在 x → ∞时发散。我们在物理问题中往往会对“在无穷远处
趋于零”的解具有特别的兴趣，所以其实我希望“第二类虚宗量贝塞尔函数”具有

类似于 ∼ e−x的渐近行为。文献中常用的定义是这样的——

第二类虚宗量贝塞尔函数 Kν 的定义:

Kν(x)≡
π
2

lim
α→ν

I−α(x)− Iα(x)
sin(απ)

. (12.11)

当 ν 不是整数时，上式右边直接可以跳过取极限的过程令 α = ν。

这个定义中的 π
2 因子可能是因为历史原因加上去的。撇开这个令人不十分愉

快的可能是历史遗留的问题不谈，我们来理解下为什么 Kν 具有 e−x的无穷远处渐

近行为。因为贝塞尔函数连续依赖于 ν ，我们只需要讨论当 ν 不是整数时的情况。
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根据汉克耳函数的定义，容易得出

e
(ν+1)π

2 iH(1)
ν (x) =

e
νπ
2 iJ−ν(x)− e−

νπ
2 iJν(x)

sin(νπ)
. (12.12)

把 x换成 ix（这里的 i仍然要理解为 eiπ/2），就有

e
(ν+1)π

2 iH(1)
ν (ix) =

I−ν(x)− Iν(x)
sin(νπ)

. (12.13)

于是我们得到了（当 x是实数时）Kν(x)和 H(1)
ν (x)的关系：

Kν(x) =
π
2

e
(ν+1)π

2 iH(1)(ix). (12.14)

利用 H(1)的渐近表达式(11.64)，就有（当 x →+∞时)

Kν(x)≈
√

π
2x

e−x (12.15)

我们感兴趣的通常是 ν ≥ 0 的情形：因为 Kν 里包含了第二类贝塞尔函数的成分，

所以它在 x = 0+处是发散的。而 Iν 显然在 x = 0+处是有限的。这样我们就能根据

解在 x = 0+的性质和 x =+∞处的性质选择 Iν，Kν 或者它们的线性组合。例如，在

圆柱内部，我们会使用 Im；在无限长的圆柱外部，我们会使用 Km（m = 0,1,2 . . .）。

有限长的圆柱的外部是比较复杂的区域，往往无法简单地用我们上面讨论的函数

解决问题。

为了让你有更直观的印象，图12.1和图12.2分别给出了 Iν 和 Kν 的几个例子。

从贝塞尔函数的性质，可以很直接地得到虚宗量贝塞尔函数的性质。例如虚

宗量贝塞尔函数满足的递推公式

d
dx

[xν Iν(x)] = xν Iν−1(x);
d
dx

[
x−ν Iν(x)

]
= x−ν Iν+1(x). (12.16)

和

d
dx

[xνKν(x)] =−xνKν−1(x);
d
dx

[
x−νKν(x)

]
=−x−νKν+1(x). (12.17)

以及 ν 阶虚宗量贝塞尔函数满足的微分方程：

d2

dx2 f +
1
x

d
dx

f +
(
−1− ν2

x2

)
f = 0, (12.18)

这里的 f 可以是 Iν，Kν 或者它们的线性组合。
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Figure 12.1: 第一类虚宗量贝塞尔函数的例子

12.1.3 非齐次边界条件泊松方程求解举例

我们现在已经掌握了很多 k = 0的拉普拉斯算符本征函数，把这些函数进行线

性组合，就有可能找到满足边界条件的特解。我们来看几个例子。

例题 71: 把一个不带电的半径为 R的金属球放进场强为 E 的匀强电场中，求

金属球表面的电荷密度分布。

解答：取匀强电场方向为 z轴建立球坐标系。

感应电荷在球外和球内产生的电势 u必须满足拉普拉斯方程

∇2u = 0, r ̸= R

因为感应电荷总量为零，显然球心处 u = 0。由此容易看出感应电荷在球内产生的

电势为

u(r,θ) = Er cosθ , r < R

这恰好是(12.5)中取 ℓ= 1,m = 0的特殊情况。

由在球面上电势连续，以及感应电荷产生的电势在无穷远处为零的条件，得出感

应电荷在球外产生的电势为

u(r,θ) = E
R3

r2 cosθ , r > R
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Figure 12.2: 第二类虚宗量贝塞尔函数的例子

（其他 r−l−1Ylm(θ ,ϕ)形式的成分会导致球面内外 u对 θ 的依赖性不同，所以都不
出现）。

于是根据高斯定律，感应电荷面密度为

σ = ε0

(
∂u
∂ r

∣∣∣∣
r=R−0

− ∂u
∂ r

∣∣∣∣
r=R+0

)
= 3ε0E cosθ .

例题 72: 在半径为 R的接地金属球外距离球心 a处放置一个点电荷 Q，计算

静电平衡后空间的电势分布。

解答：如图，以球心为原点建立球坐标系，并选取 z轴方向使得点电荷 Q在正 z轴

上。

设所有感应电荷产生的电势为 u。由于感应电荷都在金属球表面上，所以在球外和

球内的区域 u满足无源的泊松方程，

∇2u = 0, ∀r ̸= R. (12.19)

根据(12.5)，在球内 u可以分解成 rℓYℓ,m(θ ,ϕ)的线性组合；

u|r<R = ∑
ℓ,m

cℓmrℓYℓm(θ ,ϕ). (12.20)
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Figure 12.3: 例题 72图

根据 (12.7)，在球外 u可以分解成 r−ℓ−1Yℓm(θ ,ϕ)的线性组合。

u|r>R = ∑
ℓ,m

dℓmr−ℓ−1Yℓm(θ ,ϕ). (12.21)

面电荷密度只能造成电场的突变，无法造成电势的突变，所以 (12.20)和 (12.21)在

r → R时的极限必须相同，也就是：

∑
ℓ,m

cℓmRℓYℓm(θ ,ϕ) = ∑
ℓ,m

dℓmR−ℓ−1Yℓm(θ ,ϕ). (12.22)

由于 Yℓm 是完备的正交归一化函数组，所以上式左右两边 Yℓm 的系数必须相同。

即

dℓm = cℓmR2ℓ+1. (12.23)

静电平衡后，在球内的总电势为零。也就是感应电荷在球内产生的 u和点电荷 Q

在球内产生的电势恰好符号相反，互相抵消：

u|r<R =− Q

4πε0
√

a2 + r2 −2ar cosθ
. (12.24)

根据勒让德多项式的母函数定理：

u|r<R = − Q

4πε0
√

a2 + r2 −2ar cosθ

= − Q

4πε0a
√

1+
( r

a

)2 −2 r
a cosθ

= − Q
4πε0a

∞

∑
ℓ=0

Pℓ(cosθ)
( r

a

)ℓ
.

= − Q
4πε0a

∞

∑
ℓ=0

√
4π

2ℓ+1
Yℓ0(θ ,ϕ)

( r
a

)ℓ
. (12.25)
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也就是

cℓ0 =− Q
4πε0aℓ+1

√
4π

2ℓ+1
.

其余 cℓm（m ̸= 0）均为零。（这显然是因为问题具有绕 z轴的旋转对称性。）

根据(12.23)，我们可以写出在球外

u|r>R = − QR
4πε0ar

∞

∑
ℓ=0

√
4π

2ℓ+1
Yℓ0(θ ,ϕ)

(
R2

ar

)ℓ

= − QR
4πε0ar

∞

∑
ℓ=0

Pℓ(cosθ)
(

R2

ar

)ℓ

= − QR
4πε0ar

1√
1+
(

R2

ar

)2
−2
(

R2

ar

)
cosθ

= − QR
4πε0a

1√
r2 + R4

a2 −2R2

a r cosθ
(12.26)

因此球外的总电势为
Q

4πε0
√

a2 + r2 −2ar cosθ
− QR

4πε0a
1√

r2 + R4

a2 −2R2

a r cosθ
. (12.27)

想必你已经认出来了，(12.26)和在距离球心 R2

a 处的电量为 −R
a Q的镜像电荷产生

的电势是相同的。我们现在使用的方法比镜像法复杂，但具有更好的普适性，可以

解决更一般的问题。

上面例题解答过程中，如果预先判断问题具有绕 z轴的旋转对称性，我们实际

上可以一开始就设在球内

u|r<R =
∞

∑
ℓ=0

cℓ
( r

R

)ℓ
Pℓ(cosθ). (12.28)

在球外

u|r>R =
∞

∑
ℓ=0

cℓ
( r

R

)−ℓ−1
Pℓ(cosθ). (12.29)

在具有绕 z轴对称性时，只需要讨论勒让德多项式而无须涉及球面谐函数。这样的

写法当然实际上并没有改变任何东西，却在各种文献中非常流行，可能是因为很

多人都觉得勒让德多项式比球面谐函数看上去更亲切吧！

例题 73: 证明球面谐函数的加法公式

Pℓ(n1 ·n2) =
4π

2ℓ+1

ℓ

∑
m=−ℓ

Y∗
ℓm(n1)Yℓm(n2), (12.30)
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解答：考虑在单位球面上的电荷产生的电势。在单位球内：

u(r,n) = ∑
ℓ,m

cℓmrℓYℓm(n), r < 1;

在单位球外：

u(r,n) = ∑
ℓ,m

cℓmr−ℓ−1Yℓm(n), r > 1.

根据高斯定理算出单位球面上的电荷面密度为

σ(n) = ε0 ∑
ℓ,m

(2ℓ+1)cℓmYℓm(n). (12.31)

然后考虑球面上 n1处有点电荷的情况：

σ(n) = Qδ (n−n1) = Q∑
ℓm

Y∗
ℓm(n1)Yℓm(n). (12.32)

注意这里我们是把 δ (n−n1)进行了球面谐函数展开，展开系数为∫
d2nδ (n−n1)Y∗

ℓm(n) = Y∗
ℓm(n1). (12.33)

对比(12.31)和 (12.32)，可以得到：

cℓm =
Q

(2ℓ+1)ε0
Y∗
ℓm(n1).

即在球内的电势为

u(r,n2) =
Q

(2ℓ+1)ε0
∑
ℓm

Y∗
ℓm(n1)Yℓm(n2)rℓ, r < 1.

另一方面，根据库仑定律直接可以算出 (r,n2)处的电势为

u(r,n2) =
Q

4πε0
√

1+ r2 −2rn1 ·n2
=

Q
4πε0

∑
ℓ

Pℓ(n1 ·n2)rℓ.

比较 rℓ的系数，即得证。

注意如果有一组正交归一化的函数组，我们总是能把 δ 函数进行类似于(12.32)

这样的分解。但是，要注意这样得到的分解式只在定义正交归一化的时所用的积

分区间内成立。例如，当你写出

δ (x− x′) =
∞

∑
ℓ=0

2ℓ+1
2

Pℓ(x)Pℓ(x′) (12.34)

时，你要注意这个等式只对−1 < x′ < 1是成立的。因为当你求待定系数 δ (x−x′) =

∑∞
n=0 cℓPℓ(x)时，积分

cℓ =
2ℓ+1

2

∫ 1

−1
Pℓ(x)δ (x− x′)dx =

2ℓ+1
2

P(x′), (12.35)
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显然仅当 −1 < x′ < 1时才成立。

例题 74: 一个半径为 R，高为 h，导热系数为 λ 的均匀金属圆柱体两端通过
和热库保持良好接触保持恒温 T0。圆柱面暴露在温度为 T1 < T0 （近似看成

温度不变）的空气中，按照牛顿冷却定律散热：即表面往外的热流密度

j = k(T −T1).

这里的 k是常量，T 是圆柱体表面温度。计算圆柱体内的温度稳定分布。

解答：建立柱坐标系 (r,θ ,z)使得圆柱体所在区域为 r ≤ R，0 ≤ z ≤ h。根据对称性，

不妨设圆柱体内温度稳定分布为 T (r,z)，则

∇2T = 0. (12.36)

T |z=0 = T |z=h = T0. (12.37)(
∂T
∂ r

+
k
λ

T
)
|r=R =

kT1

λ
. (12.38)

令 u(r,z) = T (r,z)−T0，则

∇2u = 0. (12.39)

u|z=0 = u|z=h = 0. (12.40)(
∂u
∂ r

+
k
λ

u
)
|r=R =

k(T1 −T0)

λ
. (12.41)

因为在 z方向上边界条件成为了零边界条件，我们准备在 z方向上使用常规的谐函

数。这样，总的 k2 = 0的本征函数就只能通过对垂直 z方向的谐函数取虚宗量获

得。考虑到问题绕 z轴的旋转对称性，我们用

I0

(nπ
h

r
)

sin
nπz

h

来线性组合得到 u。令

u =
∞

∑
n=1

cnI0

(nπ
h

r
)

sin
nπz

h
. (12.42)

根据边界条件(12.41)，有

∞

∑
n=1

cn

[
nπ
h

I′0
(nπ

h
R
)
+

k
λ

I0

(nπ
h

R
)]

sin
nπz

h
=

k(T1 −T0)

λ
. (12.43)

利用 sin nπz
h 的正交性，容易得到

cn =
2

h
[nπ

h I′0
(nπ

h R
)
+ k

λ I0
(nπ

h R
)] ∫ h

0

k(T1 −T0)

λ
sin

nπz
h

dz. (12.44)
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计算积分后，所有偶数 n对应的 cn均为零。奇数 n = 2m+1（m = 0,1,2, . . .）对应

的系数为

c2m+1 =
4(T1 −T0)

(2m+1)π
[
(2m+1)πλ

hk I′0
(
(2m+1)π

h R
)
+ I0

(
(2m+1)π

h R
)] (12.45)

最后的结果为：

T = T0+4(T1−T0)
∞

∑
m=0

I0

(
(2m+1)π

h r
)

sin (2m+1)πz
h

(2m+1)π
[
(2m+1)πλ

hk I1

(
(2m+1)π

h R
)
+ I0

(
(2m+1)π

h R
)] . (12.46)

这里我们利用了虚宗量贝塞尔函数的递推公式 I′0 = I1。

12.2 非零边界条件的波动方程问题

对波动方程，往往并不容易找到这样既满足方程，又满足给定边界条件的特

解。也并不容易找到满足无源方程的一族通解来进行线性迭加。如果实在找不到

既满足方程又满足边界条件的特解，就只能退而求其次，寻找一个满足边界条件

但是不满足方程的特解。把这样的特解从严格解中减去后，能得到零边界条件，但

是方程就会变为有源的方程，增加了求解的难度。我们来看这样一个例子：

例题 75: 讨论如何求解最一般的一维波动方程

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = S(x, t),

u|x=0 = f (t),

u|x=L = g(t),

u|t=0 = h(x),
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= w(x) (12.47)

解答：先随便构造一个满足边界条件的特解：

f (t)+
x
L
(g(t)− f (t)) .

令

u(x, t) = υ(x, t)+ f (t)+
x
L
(g(t)− f (t)) . (12.48)
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则

∂ 2υ
∂ t2 −a2 ∂ 2υ

∂x2 = S(x, t)− f ′′(t)+
x
L

(
g′′(t)− f ′′(t)

)
,

υ |x=0 = 0,

υ |x=L = 0,

υ |t=0 = h(x)− f (0)− x
L
( f (0)−g(0)) ,

∂υ
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= w(x)− f ′(0)− x
L

(
f ′(0)−g′(0)

)
. (12.49)

这是一个标准的零边界条件问题。下面的求解过程从略。

我们看到，如果（随手写的）特解只满足边界条件而不满足方程，边界条件齐次化

之后会导致方程产生源，增加求解的难度。不过，如果运气好，你也可能找到一个

既满足方程，又满足边界条件的特解。请看下面的例子：

例题 76: 求解一端固定，另一端正弦驱动的弦振动:

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0,

u|x=0 = 0,

u|x=L = Asin(ωt),

u|t=0 = 0,
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (12.50)

这里的 ω 不是 π
L 的整数倍。

解答：考虑如下的满足边界条件又满足方程（但不满足初始条件）的特解：

Asin(ωt)
sin ωx

a

sin ωL
a

令

u(x, t) = υ(x, t)+Asin(ωt)
sin ωx

a

sin ωL
a
, (12.51)
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则 υ(x, t)满足

∂ 2υ
∂ t2 −a2 ∂ 2υ

∂x2 = 0,

υ |x=0 = 0,

υ |x=L = 0,

υ |t=0 = 0,
∂υ
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= −Aω
sin ωx

a

sin ωL
a

(12.52)

υ(x, t)显然可以用标准方法求解，我跳过详细的过程，直接给出最后的结果

u=
A

sin ωL
a

{
sin(ωt)sin

ωx
a

+
ωL
πa

∞

∑
n=1

1
n

[
sinc

(
ωL
a

+nπ
)
− sinc

(
ωL
a

−nπ
)]

sin
nπx

L
sin

nπat
L

}
(12.53)

这里的

sinc(x)≡ sinx
x

. (12.54)

如 ω = nπa
L ，则会发生共振现象，你可以对 (12.53)取极限获得正确的结果，也可以

采用前述(12.48)的方法求解。例如当 ω = πa
L 时，结果为

u=A

[
−at

L
cos

πat
L

sin
πx
L

− x
L

sin
πat
L

cos
πx
L

+
1

2π
sin

πx
L

sin
πat
L

+
2
π

∞

∑
n=2

(−1)n

n2 −1
sin

nπx
L

sin
nπat

L

]
(12.55)

右边第一项的振幅正比于 t，描述的就是发生共振时振幅失控增长的行为。

12.3 格林函数 (Green’s Function)

迄今为止，我们求解数理方程的思路都是把初始条件分解为一系列谐函数，并

利用每个谐函数都是独立演化的特点得到任意时刻的解。

现在我们换一个思路，很多线性数理方程的问题可以看成一个“输入-线性处

理-输出”的黑盒子程序。这里的重点是：输出对于输入是线性依赖的。例如，我

们可以把一个点电荷看成输入信号，它在空间产生的电势看成输出信号。中间的

线性处理就是求解泊松方程。

如果我们知道了点电荷对应的输出信号（显然物理专业的读者必须知道），那

么对任何的空间电荷分布（输入信号），我们都可以把它看成很多点电荷（元输入
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信号）的线性叠加，然后把每个点电荷产生的（元）输出信号进行叠加，就能得到

结果。重点是：在这个计算过程中，我们跳过了泊松方程的求解。

所以，我们抽象地定义

格林函数: 线性系统对单位脉冲的响应

可以说，求解出了一个线性系统的格林函数，就相当于完全地解决了这个线

性系统的任何输入-输出问题。

问题是，怎么求出线性系统的格林函数呢？很多时候，我们仍然要借助谐函数

分解（或者更一般地，分离变量法）的计算方法。不过，一旦求出了格林函数，之

后对同一个线性系统的其他输入信号，就不必再使用分离变量法计算输出信号了。

如果读者目前还处在“做题”的阶段（比如本科生在学习《数学物理方法》课

程时），那么通常对同一个线性系统通常只需要求解一次输入-输出问题。这个阶段

读者可能还会产生疑惑：这时候格林函数还有用吗？

确实，如果你对一个线性系统只准备求解一次输入-输出。那么很多情况下求

解格林函数并不比求解原问题简单多少，就没有必要去绕个圈。但是，也有些格林

函数更容易得到的例外情况，我们下面就准备介绍这些格林函数。

12.3.1 泊松方程的格林函数

我们对点电荷产生的电势非常了解（如果你不是物理专业的，可以参考(9.2)的

相关讨论），具体地说就是：

三维无界泊松方程的格林函数: 三维无边界空间中，点源泊松方程

∇2u = δ (x−x0) (12.56)

的解是

G(x, t;x0) =− 1
4π|x−x0|

(12.57)

任意电荷分布 ρ(x)可以看成点源的线性组合：

ρ(x) =
∫

d3x0ρ(x0)δ (x−x0) (12.58)

所以方程 ∇2u = ρ(x)的解是格林函数的相同权重叠加：

u =
∫

d3x0ρ(x0)G(x, t;x0) =
∫

d3x0
ρ(x0)

4π|x−x0|
. (12.59)

这些都是很平凡的物理常识。
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我们也可以考虑有边界的区域内的格林函数问题。例如，在接地金属球外放

置点电荷引起的金属球外空间的电势(12.27)（这包含了感应电荷产生的电势），也

是一个格林函数。在接地金属球外放置任意的电荷分布，产生的电势（包含了感应

电荷产生的电势）都可以通过对(12.27)这个格林函数积分获得。

在图9.5中我们展示了如何计算在金属球壳内放置点电荷引起的球内电势（包

含了感应电荷产生的电势）。这个计算结果也是个格林函数。当金属球内有任意的

电荷分布时，可以通过把格林函数积分得到总电势。

12.3.2 热传导方程格林函数 I（瞬时点源）

一维无界热传导问题的格林函数: 一维无边界空间中，在 x0 处的初始温度

脉冲（也可看成瞬时点源）产生的格林函数，也就是满足

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = 0, (12.60)

u|t=0 = δ (x− x0) (12.61)

的解是

G(x, t;x0) =
1√

4πat
e−

(x−x0)
2

4at . (12.62)

容易直接把格林函数代入方程证明它满足热传导方程。另外取 t → 0+ 的极限

也容易证明格林函数趋向于 δ (x− x0)。不过，这个解是怎么得到的呢？

对于无边界的区域，我们可以考虑把所有的谐函数 eikx（k ∈ (−∞,∞)）进行线

性叠加1。这其实相当于把 u进行傅立叶变换，或者从一个更加高级的观点来看，在

傅立叶空间求解热传导方程。在傅立叶空间 u(k, t)（现在我按照物理学家的习惯，

不区分物理量在位置空间和傅立叶空间的符号）满足如下的方程和初始条件：

∂u
∂ t

+ak2u = 0, (12.63)

u|t=0 =
1√
2π

e−ikx0 (12.64)

对固定的 k，这实际上是给定初条件的常微分方程。容易解出

u(k, t) =
1√
2π

e−ikx0e−ak2t .

1注意，当我使用 cos(kx)和 sin(kx)时，是按照通常的约定 k > 0。这两个函数的线性叠加等价于
eikx 和 e−ikx 的线性叠加。或者说，我可以简单地取消 k > 0的限制，直接考虑所有形如 eikx （k允
许取负值）的谐函数就可以了。



262 Chapter 12.非零边界条件和格林函数方法

再进行傅立叶逆变换，就有

u(x, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eik(x−x0)−ak2tdk (12.65)

=
1

2π
e−

(x−x0)
2

4at

∫ ∞

−∞
e−at

(
k−i x−x0

2at

)2

dk (12.66)

=
1

2π
e−

(x−x0)
2

4at

√
π
at

(12.67)

=
1√

4πat
e−

(x−x0)
2

4at (12.68)

在计算过程中，我们用到了熟知的高斯积分 (3.31)。

有了格林函数，我们就可以处理一般的无边界热传导问题：

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = 0;

ut=0 = ϕ(x). (12.69)

我们把“输入信号”ϕ(x)看成多个单位脉冲的线性组合：

ϕ(x) = ∑
x0

(ϕ(x0)dx0)δ (x− x0).

写成积分形式也许你会更舒服

ϕ(x) =
∫

ϕ(x0)δ (x− x0)dx0.

问题的解就是把每个脉冲引起的响应（格林函数）做同样比例的线性迭加：

u(x, t) =
∫ ∞

−∞
ϕ(x0)G(x, t;x0)dx0. (12.70)

在 n维的无边界热传导问题的格林函数是：

G(x, t;x0) =
1

(4πat)n/2 e−
(x−x0)

2

4at . (12.71)

这里，高维空间的格林函数相当于多个一维的格林函数的乘积。不过，这只是因为

热传导问题的格林函数的特殊形式产生的巧合。对一般的问题你并不能简单地通

过把多个一维的格林函数相乘得到高维的格林函数。

注意，格林函数并不一定要求是对 t = 0时刻的脉冲的响应。如果瞬时点热源

是 t = τ 时刻放的，对应的（一维情况的）问题为：

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = 0, (12.72)

u|t<τ = 0; u|t=τ = δ (x− x0) (12.73)

要求计算 t > τ 时的 u。
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显然只需要做一下时间平移就能得到格林函数：

G(x, t;x0,τ) =


1√

4πa(t−τ)
e−

(x−x0)
2

4a(t−τ) , if (t > τ).

0, if t ≤ τ
(12.74)

思考题：证明上述(12.72)和(12.73)可以写成一个等价的形式：

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = δ (x− x0)δ (t − τ), (12.75)

u|t<τ = 0. (12.76)

（提示：在(12.75)两边对 t 从 τ 积分到 τ +dt 可以获得在 τ +dt 时刻的初始条

件。）

然后根据问题的物理背景说明格林函数 G(x, t;x0,τ) 只依赖于 |x− x0| 以及
t − τ，从而证明瞬时点源的格林函数满足对称性：

G(x, t;x0,τ) = G(x0,−τ;x,−t). (12.77)

12.3.3 热传导方程格林函数 II（持续点源）

如果有持续的点热源，问题就变为：

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = δ (x− x0). (12.78)

u|t=0 = 0. (12.79)

在傅立叶空间求解格林函数并不困难，不过，我这里准备讨论一种比较奇特的解

法。

在物理学家眼里，(12.78)右边的源首先（通过 ∂u
∂ t 项）引起局域的 u变化，变化

之后的 u产生了空间不均匀性，空间不均匀性通过 ∇2u项作用影响邻域的 ∂u
∂ t，从

而产生热扩散现象。这种给物理效应排次序的想法从纯数学的角度看是比较奇怪

的，但是不管你的态度如何，我准备继续——

如果作用的时间非常短，我们可以只考虑最先发生的局域响应。比如假设方程

右边的源 δ (x− x0)只存在于 t ∈ (τ −dτ,τ)的小间隔内（这个假设当然不成立，我
们只是暂时这样修改问题）。在 t < τ −dτ 时刻，由于没有任何源，所以 u保持为

零。在 t ∈ (τ −dτ,τ)时间段内，由于时间很短，我们忽略热扩散效应，把方程近
似为

∂u
∂ t

= δ (x− x0), t ∈ (τ,τ +dτ).
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这样在 t = τ 时刻，u = δ (x− x0)dτ。之后，在 t > τ 时间段内，u满足初值问题

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = 0, (t > τ). (12.80)

u|t=τ = δ (x− x0)dτ. (12.81)

这个问题的解我们是知道的：只要把(12.74)乘以 dτ （这是因为(12.81)里的脉冲源

多了 dτ 的因子）

u =
1√

4πa(t − τ)
e−

(x−x0)
2

4a(t−τ) dτ, (t > τ). (12.82)

当然，(12.82)不是原问题的解。因为原问题不止在 t ∈ (τ − dτ,τ)这个很短的时间
范围内有输入信号（即方程右边的脉冲源 δ (x− x0)），而是在 t > 0时一直有输入

信号。

不过，在 t 时刻，只有 [0, t] 时间段内的输入信号才可能影响 u。我们可以把

[0, t]内的输入信号分解成很多个小时间段内的输入信号，也就是让(12.82)中的 τ遍
历 [0, t]并叠加起来：。

u(x, t) =
∫ t

0

1√
4πa(t − τ)

e−
(x−x0)

2

4a(t−τ) dτ. (12.83)

这就是原问题的解！当然，为了把结果写得更优美一些，你可以把结果中的积分变

量 τ 换为 t − τ，得到

u(x, t) =
∫ t

0
dτ

1√
4πaτ

e−
(x−x0)

2

4aτ . (12.84)

如果你对这种“物理分析”方法的可靠性保持怀疑，我们不妨来检验一下(12.84)这

个解。

首先，(12.84)两边对 t 求偏导，得到

∂u
∂ t

=
1√

4πat
e−

(x−x0)
2

4at . (12.85)

(12.84)两边对 x求两次偏导并乘以 a，得到

a
∂ 2u
∂x2 =

∫ t

0
dτ
[
(x− x0)

2

4aτ2 − 1
2τ

]
1√

4πaτ
e−

(x−x0)
2

4aτ =
1√

4πaτ
e−

(x−x0)
2

4aτ

∣∣∣∣t
0
. (12.86)

(12.85)和 (12.86)相减，即验证了

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = lim

τ→0+

1√
4πaτ

e−
(x−x0)

2

4aτ = δ (x− x0). (12.87)

也就是说解(12.84)确实是问题的解。

另外，很容易用同样的方法得到，在 n维空间，持续点源的热传导问题格林函

数为：

G(x, t;x0) =
∫ t

0
dτ

1
(
√

4πaτ)n
e−

(x−x0)
2

4aτ . (12.88)
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12.3.4 Helmholtz方程的格林函数

我们现在来考虑三维无界空间中的 Helmholtz方程的格林函数问题：

∇2 f + k2 f = δ (x−x0) (12.89)

这里的 k是给定的实数。

我们以 x0 为球心建立球坐标系，那么问题的解必然可以写成（挖掉球心的空

间内的）谐函数的线性组合。又问题是各向同性的，我们可以直接写出

f = a j0(kr)+bn0(kr)

的形式。

利用球贝塞尔函数的具体形式

j0(kr) =
sin(kr)
(kr)

, n0(kr) =−cos(kr)
(kr)

我们也可以把解写成

f =C1
eikr

r
+C2

e−ikr

r
. (12.90)

的形式。注意

∂ f
∂ r

=−C1
eikr

r2 −C2
e−ikr

r2 + ik
[
C1

eikr

r
−C2

e−ikr

r

]
. (12.91)

在以原点为球心的半径 ε → 0+的小球内对原方程进行积分，并利用散度的物理意

义把 ∇2 f 的体积分转化为 ∂ f
∂ r 的表面积分，就可以得到

C1 +C2 =− 1
4π

那么具体 C1 和 C2 的比例该取多少呢？这要由具体问题的无限远处边界条件决定。

如果是个发散球面波问题，要求越远相位就越大，则通常只能取C1 =− 1
4π ,C2 = 0。

即格林函数为

G(x;x0) =− eik|x−x0|

4π|x−x0|
. (12.92)

如果是会聚球面波问题，则

G(x;x0) =− e−ik|x−x0|

4π|x−x0|
. (12.93)

上述任意一个情况令 k = 0，都能得到泊松方程的格林函数，也就是我们熟悉的点

电荷产生的距离反比静电势。
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12.3.5 一维波动方程的格林函数

考虑一维波动方程的瞬时点源问题

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0, (12.94)

u|t=0 = δ (x− x0), (12.95)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (12.96)

利用一维无边界波动方程的通解(9.52)，可以得到

一维无边界波动问题的初始位移脉冲的格林函数:

Gs(x, t;x0) =
1
2
[δ (x−at − x0)+δ (x+at − x0)] . (12.97)

也就是说脉冲会分成相等的两份以速度 a 向左右两边传播。或者说，在一维
空间中，初始位移脉冲只影响因果关联区域的边界。

如果有个初始速度脉冲

∂ 2u
∂ t2 −a2 ∂ 2u

∂x2 = 0, (12.98)

u|t=0 = 0, (12.99)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= δ (x− x0). (12.100)

仍然利用一维无边界波动方程的通解(9.52)，得到

一维无边界波动问题的初始速度脉冲的格林函数:

Gv(x, t;x0) =
1

2a
[h(x+at − x0)−h(x−at − x0)] . (12.101)

这里的 h是 δ (x)的原函数——单位跃阶函数（见(7.1)给出的定义）。

Figure 12.4: 波动方程由一维速度脉冲产生的格林函数

Gv(x, t;x0)的函数图像如图12.4所示。这揭示一个很有意思的现象：在一维空
间中，速度脉冲可以影响整个因果关联区域。
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知道了初始位移和初始速度分别对应的格林函数 Gs,Gv，那么一般的初值问题

就可以用格林函数来搞定，不失一般性，考虑：

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0, (12.102)

u|t=0 = ϕ(x), (12.103)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x). (12.104)

直接写出答案

u =
∫

Gs(x, t;x0)ϕ(x0)dx0 +
∫

Gv(x, t;x0)ψ(x0)dx0. (12.105)

并直接计算得到

u =
1
2
[ϕ(x−at)+ϕ(x+at)]+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(x0)dx0. (12.106)

这个解当然也可以直接从(9.52)得到，所以一维波动方程的格林函数的实际用处不

大。不过，在高维空间，波动方程的格林函数就不是那么平凡了。我们来继续看二

维和三维的情况。

12.3.6 二维波动方程的格林函数

二维波动方程的初始位移脉冲产生的格林函数满足

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0, (12.107)

u|t=0 = δ (x−x0), (12.108)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0. (12.109)

这时可以取 x0所在位置为原点建立极坐标系，直接写出格林函数为：

u =
∫ ∞

0
J0(kr)cos(akt)c(k)dk. (12.110)

注意利用初始条件的旋转对称性，我们直接丢掉了 m > 0的项。并且由于无边界，

k可以连续取到一切非负实数值。这里的 c(k)dk (函数 c待定)是连续情况下的“展

开系数”。

把初始条件在∫ ∞

0
J0(kr)c(k)dk = δ (x−x0) (12.111)

两边同乘以 2πrJ0(k′r)dr (这里 k′是任取的正数)，并对 r积分，得到

2π
∫ ∞

0
c(k)dk

∫ ∞

0
rdrJ0(kr)J0(k′r) =

∫
J0(k′r)δ (x−x0)dS = J0(0) = 1. (12.112)
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这里的 dS = 2πrdr是极坐标（在旋转对称情况下的）面积元。

利用第一类贝塞尔函数的第三正交定理(11.76)，∫ ∞

0
c(k)dk

∫ ∞

0
rJ0(kr)J0(k′r)dr =

∫ ∞

0
c(k)dk

δ (k− k′)
k′

=
c(k′)

k′
(12.113)

于是我们得到，对任意 k′ > 0，有

c(k′) =
k′

2π
.

即最终得到

u =
1

2π

∫ ∞

0
kJ0(kr)cos(akt)dk. (12.114)

这样，在 x0处对应的初始位移脉冲产生的响应（也就是格林函数）是

Gs(x, t;x0) =
1

2π

∫ ∞

0
kJ0(k|x−x0|)cos(akt)dk. (12.115)

类似地，可以求出初始速度脉冲的响应为

Gv(x, t;x0) =
1

2πa

∫ ∞

0
J0(k|x−x0|)sin(akt)dk. (12.116)

为了进一步化简结果，我们来计算积分

I =
∫ ∞

0
J0(kr)sin(akt)dk. (12.117)

利用 J0的积分表示，可以得到

I =
1

4πi

∫ ∞

0

∫ π

−π

(
eik[r(sinθ+iε)+at]− eik[r(sinθ+iε)−at]

)
dθdk. (12.118)

这里为了让积分收敛，加入了微元参数 ε → 0+；先对 k积分得到

I =
1

2π

∫ π

−π

t
a2t2 − r2(sinθ + iε)2 dθ . (12.119)

把积分转化为单位圆上的围道积分，

I =
1

2πr

∮
|z|=1

[
1

z2 +2(iλ − ε)z−1
− 1

z2 −2(iλ + ε)z−1

]
dz. (12.120)

这里的 λ = at/r。

如果 λ < 1，则记

α± = ε − iλ ±
√

1−λ 2 −2iλε , β± = ε + iλ ±
√

1−λ 2 +2iλε (12.121)
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有

I =
1

2πr

∮
|z|=1

[
1

(z−α+)(z−α−)
− 1

(z−β+)(z−β−)

]
dz. (12.122)

孤立奇点 α−, β−在单位圆 |z|= 1内部 (现在你知道为什么我一直保留 ε 了)，留数

之和为

1
α−−α+

− 1
β−−β+

= 0. (12.123)

也就是说，在区域 r > at 内，u = 0——物理上来看这是显然的。

如果 λ > 1，则记

α± =
(
−λ ±

√
λ 2 −1

)
i, β± =

(
λ ±

√
λ 2 −1

)
i (12.124)

I =
1

2πr

∮
|z|=1

[
1

(z−α+)(z−α−)
− 1

(z−β+)(z−β−)

]
dz. (12.125)

孤立奇点 α+, β−在单位圆 |z|= 1内部，由留数定理得

I =
i
r

(
1

α+−α−
− 1

β−−β+

)
=

1√
a2t2 − r2

. (12.126)

最后得到

I =
h(at − r)√
a2t2 − r2

. (12.127)

这里的 h是单位跃阶函数。

把结果∫ ∞

0
J0(kr)sin(akt)dk =

h(at − r)√
a2t2 − r2

. (12.128)

两边对 t 求偏导，就得到：∫ ∞

0
kJ0(kr)cos(akt)dk =

δ (at − r)√
a2t2 − r2

− at h(at − r)

(a2t2 − r2)
3/2 . (12.129)

把(12.129)代入(12.115)就有

二维无边界波动问题的初始位移脉冲的格林函数:

Gs(x, t;x0) =
1

2π

[
δ (at −|x−x0|)√

a2t2 −|x−x0|2
− at h(at −|x−x0|)

(a2t2 −|x−x0|2)3/2

]
. (12.130)
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把(12.128)代入(12.116)就有

二维无边界波动问题的初始速度脉冲的格林函数:

Gv(x, t;x0) =
1

2πa
h(at −|x−x0|)√

a2t2 −|x−x0|2
. (12.131)

通过观察这两个格林函数，我们发现：在二维空间中，初始速度脉冲能影响到
整个因果关联区域，这和一维空间相同；但是在二维空间中，初始位移脉冲也对整
个因果关联区域产生影响，这和一维空间不一样。

我们在生活中有这样的经验：往水面上扔一个石头，从落点往外荡漾的波布

满整个波速能及的区域。根据惠更斯原理，这时整个区域都可以看成波源，所以你

很难通过放置一个小障碍物来阻挡某个方向水波。

有了格林函数，对于一般的初始位移 ϕ(x)和初始速度 ψ(x)，解就可以用格林
函数计算：

u(x, t) =
∫

d2x0 [Gs(x, t;x0)ϕ(x0)+Gv(x, t;x0)ψ(x0)] . (12.132)

12.3.7 三维波动方程的格林函数

根据我们在一维和二维求解的经验，只要求出了初始速度脉冲的格林函数，对

时间求一下偏导就能得到初始位移脉冲的格林函数。所以在三维的情况，我们不

再走弯路，直接先研究初始速度脉冲产生的格林函数。

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0, (12.133)

u|t=0 = 0, (12.134)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= δ (x−x0). (12.135)

可以取 x0所在位置为原点建立球坐标系，直接写出格林函数为：

Gv =
∫ ∞

0
j0(kr)c(k)sin(akt)dk. (12.136)

和二维情况相同，利用初始条件的球对称性，我们仅保留了 l = m = 0的项。并且

由于无边界，k可以连续取到一切非负实数值。这里的 c(k)dk (函数 c待定)是连续

情况下的“展开系数”。

这样初始条件就是

a
∫ ∞

0
j0(kr)c(k)kdk = δ (x−x0). (12.137)

仍然采用和二维情况相同的计算技巧，取任意 k′ > 0两边乘以 j0(k′r)4πr2并对 r积

分，有

4πa
∫ ∞

0
c(k)kdk

∫ ∞

0
j0(kr)j0(k′r)r2dr = 1. (12.138)
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利用 J1/2的第三正交定理（或者直接参考习题结果(??)），可以得到∫ ∞

0
j0(kr)j0(k′r)r2dr =

π
2k2 δ (k− k′). (12.139)

代入(12.138)并对 k积分就得到

c(k′) =
k′

2π2a
.

于是

Gv =
1

2π2a

∫ ∞

0

sin(kr)
kr

sin(akt)kdk =
t

2π2

∫ ∞

0
j0(kr)j0(akt)k2dk. (12.140)

再次利用(12.139)，就有

Gv =
1

4πar
δ (at − r). (12.141)

最后我们就有：

三维无边界波动问题的初始速度脉冲的格林函数:

Gv (x, t;x0) =
δ (at −|x−x0|)

4πa|x−x0|
. (12.142)

对 t 求偏导后会出现（不那么惹人喜爱的）δ 函数的导函数：

三维无边界波动问题的初始位移脉冲的格林函数:

Gs (x, t;x0) =
aδ ′(at −|x−x0|)

4πa|x−x0|
. (12.143)

到了三维空间，剧情又发生了变化：在三维空间中，无论是初始位移脉冲，还
是初始速度脉冲，都只能影响因果关联区域的边界（满足 |x−x0|= at 的球面）。这
对发展出具有语言交流能力的生命来说可能是一件好事：在三维空间，别人说的

话你只能听到一次，所以能清晰地进行交流。另外，在三维空间中，由于只有因果

关联区域的边界受影响，你能比较轻松地挡住来自某个方向的波。例如，打开一个

白炽灯，然后用手遮挡在你眼睛和灯泡之间，你就看不见灯光了——好吧，实际上

你还是会看到周围物体反射的灯光，所以你真想完美地做这个实验，你必须找到

一个完全涂成黑色的房间。

有了格林函数，我们就可以写出三维空间中初值问题

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0. (12.144)

u|t=0 = ϕ(x), (12.145)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x). (12.146)
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的解为

u(x, t) =
1

4πa

[∫
ϕ(x0)

δ (at −|x−x0|)
|x−x0|

d3x0 +
∂
∂ t

∫
ψ(x0)

δ (at −|x−x0|)
|x−x0|

d3x0

]
.

(12.147)

12.4 无界区域方法总结：积分变换和格林函数

我们看到无界区域的格林函数常常具有有限（而非级数形式的）的表达式。有

限形式的函数积分起来总是更加令人身心愉悦，因此不少人乐意选择用格林函数

方法求解无界区域中的数理方程。

格林函数是对非齐次的单位脉冲输入信号的响应。如果问题中有两个非齐次

条件该怎么办呢？比如，三维波动方程问题

∂ 2u
∂ t2 −a2∇2u = 0, (12.148)

u|t=0 = ϕ(x) (12.149)
∂u
∂ t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x). (12.150)

的初始位移和初始速度都是非齐次的。

对于这样的问题，我们可以把非齐次条件进行拆分：令 u = u1(x, t)+ u2(x, t)。
其中 u1满足

∂ 2u1

∂ t2 −a2∇2u1 = 0, (12.151)

u1|t=0 = ϕ(x) (12.152)
∂u1

∂ t

∣∣∣∣
t=0

= 0; (12.153)

u2满足

∂ 2u2

∂ t2 −a2∇2u2 = 0, (12.154)

u2|t=0 = 0 (12.155)
∂u2

∂ t

∣∣∣∣
t=0

= ψ(x). (12.156)

于是根据格林函数的物理意义，可以写出

u1 (x, t) =
∫

d3x0ϕ(x0)Gs (x, t;x0) , (12.157)

和

u2 (x, t) =
∫

d3x0ψ(x0)Gv (x, t;x0) . (12.158)
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其中格林函数 Gs (x, t;x0)和 Gv (x, t;x0)分别由 (12.143)和 (12.142)给出。

我们在计算格林函数时多次用到了积分变换（或者说，分离变量法的“连续”

版本）的方法，除了常见的傅立叶变换之外，也展示了如何利用贝塞尔函数等积分

核进行计算（这种变换通常叫做汉克耳变换）。作为本章的总结，我们再举一个用

拉普拉斯变换求解数理方程的经典例子。

例题 77: 在半无界区域 x ∈ [0,∞), t ∈ [0,∞)中求满足

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = 0, (12.159)

u|x=0 = u0, (12.160)

u|t=0 = 0. (12.161)

且有界的解 u(x, t)。

解答：设 u(x, t)的拉普拉斯变换为

U(x, p)≡
∫ ∞

0
u(x, t)e−ptdt.

因为 u(x, t)有界，所以

lim
p→∞

U(x, p) = 0. (12.162)

方程 (12.159)两边进行拉普拉斯变换，得到

pU(x, p)−a
∂ 2U(x, p)

∂x2 = 0. (12.163)

另外，可以直接计算出

U(0, p) =
∫ ∞

0
u0e−ptdt =

u0

p
. (12.164)

对固定的 p而言，(12.163)只是个常微分方程，满足初条件(12.164)以及限制条件(12.162)的

解为：

U(x, p) =
u0

p
e−

√ p
a x = u0

F(
√

p)
√

p
. (12.165)

其中 F(p)≡ 1
pe−

x√
a p。由表7.1知，1的拉普拉斯变换是 1

p。再由表中源的平移规则，

知道 F(p)的源函数为 h(t − x√
a)。再利用像的宗量开方规则，可以得到 U(x, p)的

源函数为：

u(x, t) =
u0√
πt

∫ ∞

0
h
(

u− x√
a

)
e−

u2
4t du =

u0√
πt

∫ ∞

x√
a

e−
u2
4t du (12.166)
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利用误差函数的定义 erfc(x)≡ 2√
π
∫ ∞

x e−ζ 2
dζ，还可以把结果写成

u(x, t) = u0erfc
(

x
2
√

at

)
. (12.167)

12.5 第12章习题

习题 157: 计算

lim
x→∞

x
(

1+
K′

ν(x)
Kν(x)

)
.

习题 158: 求出 I1/2和 K1/2的初等表达式。

习题 159: 计算积分 ∫ 1

0
I0(x)I0(1− x)dx.

习题 160: 证明第一类虚宗量贝塞尔函数的母函数公式：

e
x
2(t+ 1

t ) =
∞

∑
n=−∞

In(x)tn.

习题 161: 证明第一类虚宗量贝塞尔函数的积分公式

Iν(x) =
1
π

∫ π

0
excosθ cos(νθ)dθ − sin(νπ)

π

∫ ∞

0
e−xcosh t−νtdt.

习题 162: 证明第二类虚宗量贝塞尔函数的积分公式

Kν(x) =
∫ ∞

0
e−xcosh t cosh(νt)dt.

习题 163: 证明 K0(|x|)的傅立叶变换是
√

π
2(1+t2)

。

习题 164: 计算积分 ∫ ∞

0
K0(x)dx.

习题 165: 计算积分 ∫ ∞

0
[K0(x)]

2 dx.

习题 166: 请用这一章介绍的用 k = 0的拉普拉斯算符本征函数展开的方法计算接

地金属球壳内点电荷产生的电势，并和用镜像电荷法（图9.4）计算的结果作比较。
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习题 167: 柱坐标系 (r,θ ,z)里 r ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1描述了一个均匀材质圆柱体所占的

空间区域。现在控制圆柱体侧表面的温度恒为

T |r=1 = T0

(
1√

z2 −4z+5
+

1√
z2 +4z+5

)
,

其中 T0为常量。同时控制圆柱体上下表面的温度恒为

T |z=±1 = T0

(
1√

r2 +1
+

1√
r2 +9

)
.

计算圆柱体内的温度的稳定分布。

习题 168: 计算均匀带电圆环产生的电势。
习题 169: 有一个半径为 R的无穷长带电圆柱面，以圆柱中轴线为 z轴建立柱坐标

系 (r,θ ,z)。取无穷远处电势为零电势，圆柱面上的电势可以写为

U(r,θ ,z)|r=R =V0e−
z2

2R2 cos(2θ),

其中 V0为常量。计算圆柱面之外的电势分布。

习题 170: 一个半径为 R，高为 h，导热系数为 λ 的均匀金属圆柱体的圆柱面通过
和热库保持良好接触保持恒温 T0。圆柱体的两端（即两个平的面）暴露在温度为

T1 < T0 （近似看成温度不变）的空气中，按照牛顿冷却定律散热：即表面往外的

热流密度

j = k(T −T1).

这里的 k是常量，T 是圆柱体表面温度。计算圆柱体内的温度稳定分布。

习题 171: 在一根均匀的无限长导热棒上的某点注入热量 Q，导热棒上的温度分布

将如何变化？设初始温度 T0，截面积 S，质量密度 ρ ,单位质量比热 c，导热系数 λ
均已知。

习题 172: 计算一维无边界的空间内满足方程

∂u
∂ t

−a
∂ 2u
∂x2 = 0,

和初始条件

u|t=0 = e−x2

的解。

习题 173:一块无限大的孤立均匀导热薄板，其材质的热传导方程参数为 a。在 t = 0

时刻，薄板上除了一个半径为 R的圆内的温度为 300K，其余部分温度均为 200K。

问在 t = R2

2a 时刻，圆心的温度为多少 K？（结果至少精确到 1K）

习题 174:一个边长为 L，热传导方程参数为 a的正方形均匀薄板，一开始温度为零。

从 t = 0时刻开始控制薄板的四条边温度分别如下分布：上边缘温度恒为 T0 sin πx
L ;
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右边缘温度恒为 T0 sin 2πy
L ;下边缘温度恒为 T0 sin 3πx

L ;左边缘温度恒为 T0 sin 4πy
L ，其

中 x是到薄板的左边缘的距离（0 ≤ x ≤ L)，y是到薄板下边缘的距离 (0 ≤ y ≤ L)。

请估算：在 t = L2

4a 时刻，薄板中心的温度是 T0的多少倍？



13.后记

在讲授《数学物理方法》的过程中，一些喜欢刨根问底的学生总喜欢追问：贝

塞尔函数、球谐函数这些特殊函数是怎么求解出来的？

如果我不予回答，TA就用我欠了 TA很多钱的眼神看着我。

在本书的结尾部分，我决定还是把这些债都还清。

13.1 二阶微分方程的级数解法

我们求解方程的依据是如下的定理（请参考 [3]）：
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定理: 如果 p(z)和 q(z)在圆 |z|< R解析，则二阶微分方程

d2 f
dz2 +

p(z)
z

d f
dz

+
q(z)
z2 f = 0

在去心邻域 0 < |z|< R有两个线性独立的解具有如下形式：

f1(z) = zρ1
∞

∑
n=0

cnzn,

f2(z) = λ f1(z) lnz+ zρ2
∞

∑
n=0

dnzn.

其中 ρ1,ρ2是“指标方程”

ρ2 +[p(0)−1]ρ +q(0) = 0.

的两个解；c0,d0均非零；仅当 ρ1 −ρ2为整数时，λ 才有可能需要取非零值。

下面我们来看几个例子。

13.1.1 贝塞尔方程

d2 f
dz2 +

1
z

d f
dz

+

(
1− ν2

z2

)
f = 0. (13.1)

的 p(z) = 1，q(z) = z2 −ν2。指标方程是

ρ2 −ν2 = 0.

其解为

ρ1,2 =±ν .

设第一个解为

f1(z) = zν
∞

∑
n=0

cnzn. (13.2)

代入贝塞尔方程，比较 zn+ν 的系数，得到

cn =− 1
n(n+2ν)

cn−2.

由此可以递推得出

c2n+1 = 0; c2n = (−1)n ν!
22n(ν +n)!

c0. (n = 0,1,2, . . .).



13.1 二阶微分方程的级数解法 279

如果取 c0 =
1

2ν ν!：恭喜你，得到了第一类贝塞尔函数 Jν(z)的级数表达式！

如果取其他的非零 c0值，结果无非是 Jν(z)的常数倍数而已。

如果 2ν不是整数，那么你对 ρ2 =−ν如法炮制，可以得到线性独立的解 J−ν(z)

（或它的任意非零倍数）。

最后，还需要讨论 2ν 是整数的情形。为了更清晰地介绍方法而不是让你们迷
失于纷繁复杂的计算中，我们仅以 ν = 0的情况为例讨论：

这时 ρ1 = ρ2 = 0，第二个解为：

f2(z) = λ J0(z) lnz+g(z). (13.3)

其中 g(z) = ∑∞
n=0 dnzn。把 f2代入贝塞尔方程，得到：

g′′(z)+
1
z

g′(z)+g(z)+
2λ J′0(z)

z
= 0. (13.4)

通过对比 z2n−2的系数，得到：

d2n =− 1
4n2 d2n−2 −

(−1)nλ
22n(n!)2n

.

从任意非零的 λ , d0出发，都可以得到 d2,d4, . . .

我们熟知的 N0(z)，则是取 λ = 2
π , d0 =

2
π (γ − ln2)（这里的 γ = 0.5772 . . .是欧

拉常数)的结果。

N0 为何对应如此古怪的 λ 和 d0？这为了凑 N0 的无穷远处渐近公式而所做的

人为约定。只要你喜欢，完全可以取不同的 λ 和 d0。

13.1.2 一维谐振子的能级

我们熟知的一维谐振子的定态束缚解问题对应的薛定谔方程：

ψ ′′− x2ψ =−2Eψ

其中 E 为待定的常数（谐振子的能量）。束缚解要求波函数 ψ(x)在无穷远处趋向

于零 lim|x|→∞ ψ(x) = 0.

解决这种问题的策略是：先分析无穷远处的渐近行为。当 |x|很大时，可以近
似认为

ψ ′′− x2ψ ≈ 0

其粗略的解为

ψ ∼ e±x2/2.

(它满足的方程是 ψ ′′− (x2 −1)ψ = 0，差别不大）。
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考虑到无穷远处的束缚条件。从物理上考虑，我们不太喜欢 ψ ∼ ex2/2 这个在

无穷远处发散的解，所以令 ψ = f (x)e−x2/2 （我们希望 f 在 x → ±∞ 时不指数发
散）。代入原方程，得到：

f ′′−2x f ′+(2E −1) f = 0.

我们准备用级数解法。但在动手之前，我们应该意识到：这个方程和原方程等价。

所以我们肯定会求得一个解 f ∼ ex2
，令人讨厌的 ψ ∼ ex2/2又会回来。

有了这个心理准备，我们继续：p(x) =−2x2,q(x) = (2E −1)x2，其指标方程为

λ 2 −λ = 0.

对数形式的解在 x = 0处发散，所以无须考虑，只要考虑如下形式的解

f (x) =
∞

∑
n=0

cnxn.

其中 c0或者 c1至少有一个非零。代入方程得到

cn+2 =
2
(
n+ 1

2 −E
)

(n+2)(n+1)
cn. (13.5)

一般情况下，这个递推关系就是会给出一个解 ∼ ex2
，除非对某个 n，有

n+
1
2
−E = 0.

这样递推式(13.5)就会被截断（从某个 n开始后面全部为零），导致 f 成为多项式。

这就是我们需要的解。

这就是为什么谐振子的能量只能是 n+ 1
2。

13.1.3 氢原子的能级

在研究氢原子的束缚能量本征态时，会遇到球坐标系的薛定谔方程：

∇2ψ +
2
r

ψ =−2Eψ. (13.6)

考虑角动量和哈密顿量的共同本征态——好吧你不知道我在说什么⋯⋯没关系，其

实就是由于一些对称性的考虑我们只需考虑形如 ψ = f (r)Yℓm(θ ,ϕ)的解。
代入上述方程得到：

f ′′+
2
r

f ′+
(

2E +
2
r
− ℓ(ℓ+1)

r2

)
f = 0. (13.7)

在 r巨大时，方程近似成为

f ′′+2E f = 0.
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如果 E >= 0， f 在无穷远处很不像会足够快地趋向于零的样子，所以只能 E < 0。

记 E =−k2/2，则 f ∼ e±kr。

很明显， f ∼ ekr 这类的解很不受待见。所以我们令 f (r) = e−kru(r)（并希望

u(r)在 r → ∞时不指数发散），代入原方程得到：

u′′+2
(

1
r
− k
)

u′+
(

2(1− k)
r

− ℓ(ℓ+1)
r2

)
u = 0. (13.8)

同样先有个心理预期：这个方程和原方程完全等价。当我们用级数解法求 u(r)时，

在一般情况下，会得到 u ∼ e2kr 的解，复活刚刚被我们鄙视掉的 f ∼ ekr。

由指标方程得出 ρ1 = ℓ（ρ2 = −ℓ−1导致解在 r = 0发散，所以略去），我们

来看 u = rℓ∑∞
n=0 cnrn是否可行，代入方程得到：

cn+1 = 2
k(n+ ℓ+1)−1

(ℓ+n+1)(ℓ+n+2)− ℓ(ℓ+1)
cn

一般情况下，这个递推公式会给出一个无穷级数 ∼ e2kr，除非 k = 1
n+ℓ+1，即

E =− 1
2N2 .

(N = n+ ℓ+1为正整数)

这就是我们熟悉的氢原子的平方反比能级。

13.2 正交定理的一些推广

谐函数的正交定理还可以进行推广。例如，我们可以把谐函数正交定理的表述

中的 ∇2都换成 ∇2 +U(x)，这里的U(x)是任意给定的标量函数。这是因为对任意
函数 f ,g均有

∫
f (x)U(x)g(x)dV =

∫
g(x)U(x) f (x)dV，所以U 在任何情况（即不需

要零边界条件的制约）都是个对称算符。在经典的量子力学中，算符 −1
2∇2 +U(x)

代表总哈密顿量（这里的 −1
2∇2 是动能算符，U(x)是势能函数，请参考量子力学

的相关入门知识），它的不同本征值（即总能量值）对应的本征函数就具有自动正

交的特点。

在一维情况下，我们可以从纯数学，但是覆盖面更加广的一个角度来讨论微

分方程的解的正交性。

设 f (r)满足 Sturm-Liouville型方程

d
dr

[
p(r)

d f
dr

]
+[λρ(r)−q(r)] f (r) = 0.

和零边界条件。

在高维的正交曲面坐标系下写 ∇2 的显式表达式时，这些 p(r), ρ(r)往往就是
面积修正因子。例如，在极坐标系，写出 ∇2的显式表达式时，p(r) = ρ(r) = r。
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现在假设 f1(r), f2(r)是 S-L方程的分别对应两个不同的 λ1 ̸= λ2的解，则

d
dr

[
p(r)

d f1

dr

]
+[λ1ρ(r)−q(r)] f1(r) = 0.

d
dr

[
p(r)

d f2

dr

]
+[λ2ρ(r)−q(r)] f2(r) = 0.

按照第一式乘以 f2，第二式乘以 f1再相减的老套路：

(λ1 −λ2)
∫

f1(r) f2(r)ρ(r)dr =
∫ d

dr

[
p(r)

(
f2 f ′1 − f1 f ′2

)]
由于 f 满足零边界条件，上式右边的积分为零。所以 f1, f2 在以权重 ρ(r)定义的
内积意义下正交。例如在极坐标下，要求 f (r)在 r = R处满足零边界条件，且满足

d
dr

(
r

d f
dr

)
+

(
λ r− m2

r

)
f (r) = 0.

就会回到之前讨论的贝塞尔函数。贝塞尔函数的正交定理，既可以由 S-L 方程的

正交定理导出（数学观点，权重因子来源于微分方程）；也可以直接对圆盘应用谐

函数的正交定理（物理观点，权重因子 r来源于面积元 rdrdθ )。

13.3 临别赠题

本书即将结束了。相比于在分别时说些感人的话——我更喜欢留几道题给你。

解决下面这些赠题的关键是用物理图像进行近似而不是蛮干。如果你能独立

思考解决这些问题，我认为你已经完全掌握这本书的精髓。

习题 175: 把 ∇2 的本征函数的归一化定理推广到算符 ∇2 +U(x) 的本征函数的归
一化问题。

习题 176: 有一个半径为 R的无穷长带电圆柱面，以圆柱中轴线为 z轴建立柱坐标

系 (r,θ ,z)。取无穷远处电势为零电势，圆柱面上的电势可以写为

U(r,θ ,z)|r=R =V0e−(
z

50R)
2

cos(2θ),

其中 V0为常量。

已知圆柱面外为真空，那么U(2R,0,0)大约是 V0的多少倍。

习题 177: 一个内半径为 R1 = 0.098m，外半径为 R2 = 0.102m的均匀薄圆环。其

材质的热传导方程参数为 10−4m2/s。以圆环中心建立极坐标系，在 t = 0时刻圆环

上的初始温度分布为

T (r,θ)|t=0 = T0 cos4
[
(r−R1)π
R2 −R1

]
cos2 θ .
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其中 T0为常量。

试估算：在 t = 50s时刻，圆环上最热的点和最冷的点的温差大约是 T0的多少倍?

习题 178:一个内半径为 R1 = 0.098m，外半径为 R2 = 0.102m的孤立均匀空心球壳，

其材质的热传导方程参数 a = 10−4m2/s。以其球心为原点建立球坐标系 (r,θ ,ϕ)。
一开始各点的温度为

T (r,θ ,ϕ)|t=0 = T0

[
2+ cos2 (r−R1)π

R2 −R1
cosθ

]
.

在 t = 25s时，空心球壳上的最热点和最冷点的温差大约是 T0的多少倍？

习题 179:把 πk的小数部分记作 rk，例如 π1 = 3.141 . . ., r1 = 0.141 . . .; π2 = 9.869 . . .,

r2 = 0.869 . . .等等。

把第 k个质数记为 mk，例如 m1 = 2, m2 = 3, m3 = 5, . . .记 l = m100000，请大致地估

算：
99999

∑
k=1

[
Yl,mk (arccos(2rk −1),0)

]2
的值。

习题 180: 近似估算球面谐函数

Y10000,2

( π
100

,0
)

的值。

习题 181:一个底面半径为 R，高为 R√
2
的圆锥形真空区域，其侧面边界上的静电势

为零，底面边界上的静电势为 V0

(
1− ρ2

R2

)
，这里 ρ 是到圆锥中轴线的距离，V0 > 0

为已知常量。计算圆锥内的电势分布。

习题 182: 一个五面体均匀金属块，一个面是边长为 10.4厘米的正方形，其余四个

面均是三边长分别为 10.4 厘米，9 厘米，9 厘米的等腰三角形。已知该金属材质

的热传导方程参数为 10−4m2/s。一开始金属块保持孤立，其温度为 30摄氏度。在

t = 0时刻把金属块放到温度为 70摄氏度的恒温桌面上，让其正方形面保持和桌面

良好接触，其余四个面可以近似认为保持和外界绝热。估算金属块不和桌面接触

的那个顶点大约多少秒之后可以达到 50摄氏度？
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