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例题1

求解0 ≤ x ≤ L上的烤串问题：

∂u

∂t
− a

∂2u

∂x2
= φ(x , t),

u|x=0 = 0,

u|x=L = 0,

u|t=0 = ψ(x)

φ(x , t), ψ(x) 均为已知函数。
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按照常规套路，设

u =
∞∑
n=0

cn(t) sin
nπx

L
.

方程右边没有φ(x , t)的情况，cn(t) = cn(0)e−a(
nπ
L )

2
t . 初条件

cn(0) 可以通过把 ψ(x) 按本征函数 sin nπx
L 进行分解得到。

在有φ(x , t)的情况，我们把等式右边的φ(x , t)也进行级数展开：

φ(x , t) =
∞∑
n=0

Gn(t) sin
nπx

L
.

代入到原方程，得到

∞∑
n=0

[
c ′n(t) +

n2π2a

L2
T (t)

]
sin

nπx

L
=
∞∑
n=0

Gn(t) sin
nπx

L
.

两边比较系数得到
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c ′n(t) +
n2π2a

L2
cn(t) = Gn(t).

再利用初始条件确定 cn(0)，可求出cn(t)。
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思考题

例题中如果给定φ(x , t) = 1
τ sin πx

L e−
aπ2t
L2 (这里τ > 0为常

量)，ψ(x) = 0，也就是

∂u

∂t
− a

∂2u

∂x2
=

1

τ
sin

πx

L
e−

aπ2t
L2 ,

u|x=0 = 0,

u|x=L = 0,

u|t=0 = 0.

试求出 u(x , t)。
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例题2

长度为L的导热棒一端和温度为零（这里是随意规定了一个温度
零点，不是绝对零度）的热库接触，并在t = 0时刻和热库处于
热平衡。从t = 0时刻开始，在导热棒的另一端注入恒定大小
为j的热流。设已知导热棒的导热系数λ和热传导方程参数a，求
解导热棒上温度u(x , t) (0 ≤ x ≤ L, t ≥ 0)。
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数理方程

∂u

∂t
− a

∂2u

∂x2
= 0,

u|x=0 = 0,

∂u

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
j

λ
,

u|t=0 = 0.

下一步目标是通过寻找特解，把非零边界条件转化为零边界条
件，回到标准套路。对热传导方程，寻找特解有一个非常简便的
办法：分析渐近行为。
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渐近行为分析

猜想当t远大于典型热扩散时间L2/a时，系统处于稳恒状态（温
度梯度不再变化）。因为一端温度是固定的，要得到稳恒状态的
必要条件是热量不在导热棒上积累，也就是说进来的热流j必须
保持不变地通过整个导热棒，最后从另一端进入热库。这说明稳
恒状态下∂u

∂x处处等于
j
λ。由此得出：

u(x , t)→ j

λ
x

这就是我们需要的特解。
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分离变量法

令

u(x , t) =
j

λ
x + υ(x , t)

易见υ也满足热传导方程，且

υ|x=0 = 0,

∂υ

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0,

υ|t=0 = − j

λ
x .

显然υ可以用我们熟悉的“标准套路”解出来。
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最终结果

解出υ之后得到

u(x , t) =
j

λ
x − 2jL

λπ2

∞∑
n=0

(−1)n(
n + 1

2

)2 e−a (n+1
2 )

2π2

L2
t sin

(
(n + 1

2)π

L
x

)
.
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例题3

有长为2L，温度为T0的均匀导热棒，其材质的热传导方程参数
为 a。在t = 0时刻，在它的两端x = ±L处分别接上温度为T1的
相同材质相同截面形状的非常长的均匀导热棒。求之后导热棒上
的温度变化。
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写出方程

显然渐近解是T = T1，所以令T (x , t) = T1 + u(x , t)，u满足

∂u

∂t
− a

∂2u

∂x2
= 0,

ut=0 = (T0 − T1)θL(x).

其中θL(x)当且仅当|x | < L时为1，否则为零。
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格林函数方法求解

u(x , t) =

∫ L

−L

1√
4πat

e−
(x−x0)

2

4at (T0 − T1)dx0

=
T0 − T1√

4πat

∫ L

−L
e−

(x−x0)
2

4at dx0

当然，如果你喜欢，可以把上述积分写成误差函数。
最后结果为

T (x , t) = T1 +
T0 − T1√

4πat

∫ L

−L
e−

(x−x0)
2

4at dx0
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例题4

在一根长为2L的导热棒在t = 0时刻温度为T0。在t > 0时刻，导
热棒两端均有强度为j的热流进入。设材料的导热系数λ，质量密
度ρ，单位质量的比热c均已知，试计算t ≥ 0时刻导热棒各处的
温度T (x , t)。
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根据对称性，在棒中间处热流和温度梯度均为零。写出如下的方
程和边界条件：

∂T

∂t
− a

∂2T

∂x2
= 0

∂T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0

∂T

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
j

λ

T |t=0 = T0

其中a = λ
ρc。
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先分析主要图像。

在t时刻，累计流入的热量为Q = 2jSt (其中S为横截面积)。棒
的热容为C = cρ(2SL)。所以t时刻棒的的平均温度为

T̄ = T0 +
Q

C
= T0 +

j

ρcL
t
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把平均温度去掉，研究各处温度起

伏：∆T (x , t) = T (x , t)−
(
T0 + j

ρcL t
)
。显然∆T满足方程：

∂∆T

∂t
− a

∂2∆T

∂x2
= − j

ρcL

∂∆T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0

∂∆T

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
j

λ

∆T |t=0 = 0

因为∆T描述的是温度起伏，还有一个额外条件：∫ L

0
∆T (x , t)dx = 0
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当t很大时，棒上的温度梯度趋于稳定，即∆T仅仅依赖于x，满
足

−a∂
2∆T

∂x2
= − j

ρcL

∂∆T

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0

∂∆T

∂x

∣∣∣∣
x=L

=
j

λ∫ L

0
∆T (x , t)dx = 0

由此不难解出

∆T =
j

2λ

(
x2

L
− L

3

)
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把“稳恒解”（虽然平均温度不断变化，但各处的温度梯度稳定不
变）当作特解，令

T =

(
T0 +

j

ρcL
t

)
+

j

2λ

(
x2

L
− L

3

)
+ δT (x , t),

这里的δT (x , t)描述了解对稳恒态的偏差如何衰减。把T (x , t)直
接代入初始的方程和边界条件，易见δT也满足热传导方程，并
满足：

∂δT

∂x

∣∣∣∣
x=0

= 0

∂δT

∂x

∣∣∣∣
x=L

= 0

δT |t=0 = − j

2λ

(
x2

L
− L

3

)
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显然δT可以用标准套路解出来。 请自行完成这部分计算。 最后
的完整解是：

T =

(
T0 +

j

ρcL
t

)
+

j

2λ

(
x2

L
− L

3

)
− 2jL

λπ2

∞∑
n=1

(−1)n

n2
e−a

n2π2

L2
t cos

(nπ
L
x
)

这个解的第一个括号内是平均温度的变化，第二部分描述稳恒态
的形状，第三部分描述初始时对稳恒态的偏离是如何衰减掉的。
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例题5

求解一端固定，另一端正弦驱动的弦振动:

∂2u

∂t2
− a2

∂2u

∂x2
= 0,

u|x=0 = 0,

u|x=L = A sin(ωt),

u|t=0 = 0,

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0.
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考虑如下的满足边界条件但不满足初始条件的特解：

u0(x , t) = A sin(ωt)
sin ωx

a

sin ωL
a

令u(x , t) = u0(x , t) + υ(x , t)，则υ(x , t)满足：

∂2υ

∂t2
− a2

∂2υ

∂x2
= 0,

υ|x=0 = 0,

υ|x=L = 0,

υ|t=0 = 0,

∂υ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −Aω
sin ωx

a

sin ωL
a

υ(x , t)显然可以用标准套路求解，请自行完成。
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（给出最后的解供参考）

u(x, t) =
A

sin ωL
a

{
sin(ωt) sin

ωx

a

+
ωL

πa

∞∑
n=1

1

n

[
sinc

(
ωL

a
+ nπ

)
− sinc

(
ωL

a
− nπ

)]
sin

nπx

L
sin

nπat

L

}

where

sinc (x) ≡
sin x

x
.
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（解法二）

解法一的办法是把非线性的边界条件转化为非线性的初始条件，
手段是找一个既满足方程又满足边界条件的特解，这往往需要高
超的技巧。
事实上，我们还可以把非线性的边界条件转化为非线性的方程
（准确地说是带源的方程），而且这样做对技巧的要求降低了很
多: 你只要随便找一个满足边界条件但并不满足方程的“瞎解”。

写一个满足边界条件但并不满足方程的解显然要容易得多，例
如：

Ax

L
sin(ωt)
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（解法二）
令

u(x , t) =
Ax

L
sin(ωt) + υ(x , t)

代回原方程，得到:

∂2υ

∂t2
− a2

∂2υ

∂x2
=

Aω2x

L
sin(ωt),

υ|x=0 = 0,

υ|x=L = 0,

υ|t=0 = 0,

∂υ

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −Aωx

L

这样就把问题转化为求有源的方程。可以参考例题1的标准套路
解决这个问题，请自行完成。
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思考题

如果驱动频率为共振频率：ω = nπa
L (n为某正整数) ，上述解法

还可行吗？
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