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缺一个方程

Friedmann方程：

k + ȧ2

a2
=

8πG

3
ρ

ä

a
= −4πG

3
(ρ+ 3p)

有三个未知函数 a(t), ρ(t), p(t)，因此还需要一个状态方程描述
p 和 ρ 的关系。
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标准宇宙学认为的目目目前前前宇宙组成

Dark Energy (68.5%)

(Cosmological Constant?)

Cold Dark Matter

(26.5%)

p, n, e . . . (≈ 5%)
γ (0.005%)
ν (∼ 0.1%)

Current Universe Composition
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压力山1
3大的辐射能量(radiation)

以光子为例：

“共动体积”内的光子数守恒，所以（单位物理体积内的）光子数
密度和 a3 成反比。同时宇宙学红移使得单个光子的能量和 a 成
反比。最终就有

ρr ∝ a−4

另外极端相对论性的气体的压强

pr =
ρr
3

在不特别关注中微子的情况下，经常把中微子也当成辐射形式的
能量。
在低红移z . 1处这可能不是很好的近似，但是低红移的中微子仅占总能量的0.1%，问

题不是很大。
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毫无压力的物质粒子(matter)

如果是静止质量为主的物质粒子(matter)，其数密度同样和 a3

成反比，但是就可以不用考虑宇宙学红移。最终就有

ρm ∝ a−3.

在大尺度上忽略粒子运动，即近似有

pm ≈ 0.

这里的物质通常指粒子物理标准模型包含的普通物质和尚不清楚
是啥的冷暗物质。
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压力为负的宇宙学常数(Λ)

宇宙学常数Λ是暗能量的标准解释。它的能量密度是常数：

ρΛ = const.

它的压强是负的
pΛ = −ρΛ.
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思考题

如果某个理想流体的压强和能量密度的关系为 p = wρ，这里的
w 为常量。对固定共动半径为 r � 1√

k
的球应用能量守恒：

d

(
ρ

4πa3r3

3

)
= −p(4πa2r2)d(ar)

证明
ρ ∝ a−3(1+w)

对辐射形式能量(w = 1/3)，冷物质(w = 0)，和宇宙学常
数(w = −1)分别验证上式。
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更严格的证明

对理想流体
Tµ
ν = diag (ρ,−p,−p,−p)

(参考第14讲)

Tµ
0;µ = Tµ

0,µ + ΓµαµT
α
0 − Γα0µT

µ
α

= ρ̇+ 3H(ρ+ p)

（参考前一讲的FRW度规的联络表达式）
于是 Tµ

0;µ = 0 可以转化为

ρ̇+ 3H(ρ+ p) = 0

请证明上式和前面思考题中的“能量守恒”式是等价的。
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无量纲能量密度参数 Ωx

对任一成分 x，记

Ωx ≡
8πGρx

3H2
0

并特别地对空间曲率 k 规定

Ωk ≡ −
k

a2
0H

2
0

由 t0 时刻的 Friedmann 方程可以得到∑
x

Ωx = 1

这里的 x 遍历所有成分以及空间曲率 k。
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数量级

现在宇宙学的理论及观测给出

Ωm ≈ 0.3,ΩΛ ≈ 0.7,Ωr ≈ 9× 10−5,Ωk ≈ 0

当然，在研究“非标准”的可能性的时候，这些都是允许被改变
的。
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任意红移处的哈勃参数

利用各种成分和 a 之间的幂率关系，以及第一个 Friedmann 方
程，容易得到任意红移 z 处的哈勃参数：

H(z) = H0

√
ΩΛ + Ωk(1 + z)2 + Ωm(1 + z)3 + Ωr (1 + z)4

如果按通常约定 a0 = 1，哈勃参数也可以写成尺度因子的函数

H(a) = H0

√
ΩΛ + Ωka−2 + Ωma−3 + Ωra−4
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思考题

对 Ωm = 1,ΩΛ = 0,Ωk = Ωr = 0，计算宇宙年龄。
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思考题

对 Ωm = 0.3,ΩΛ = 0.7,Ωk = Ωr = 0，计算宇宙年龄。
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思考题

对 Ωm = 0.3,ΩΛ = 0.7,Ωk = Ωr = 0，计算目前宇宙的“减速因
子”

q ≡ −aä

ȧ2

的值。
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