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之前已经给出了引力波的推迟势解，在这一讲我们要讲如何实际
应用它。

为了让讨论清晰简洁，我们有必要引入一个非常好用的操作——

GR §22 Gravitational Radiation (I) Zhiqi Huang



bar操作

对任何一个线性化的，用 ηµν 进行指标升降的小量 fµν，我们都
可以定义

f̄µν ≡ fµν −
1

2
ηµν f

α
α

那么线性化的爱因斯坦方程就可以写成

R̄µν = 8πGTµν

更有意思的是，两次加bar操作相当于没有操作，也就是爱因斯
坦方程两边加bar可以得到

Rµν = 8πGT̄µν
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bar操作(续）

在谐和坐标系里，Rµν = −1
2�hµν。爱因斯坦方程成为

�hµν = −16πGT̄µν 或者等价的 �h̄µν = −16πGTµν。
因此推迟势解可以写成我们之前给出过的：

hµν(t, x) = −4G

∫
d3x′

T̄µν (x′, t − |x− x′|)
|x− x′|

或者其等价形式

h̄µν(t, x) = −4G

∫
d3x′

Tµν (x′, t − |x− x′|)
|x− x′|
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引引引力力力波波波的的的能能能量量量密密密度度度

ρgw =
1

32πG

(
ḣ2

+ + ḣ2
× + |∇h+|2 + |∇h×|2

)
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先给个可能会令你失望的结论：引力没有真正意义上的局域的能
量动量张量，也就是你问在这个时空点的引力能量密度是多少，
一般是没有明确答案的。 (可以参考 Dirac 或者 Weinberg 书上
的讨论)。

这决不仅仅是因为引力的表述形式里具有非物理的自由度（电磁场的四维矢势里也有，

但电磁场明确地具有局域的能量动量张量）。首先，非物理的自由度和张量的定义

（“坐标变换”）纠缠到了一起，把问题变得更复杂。其次，引力的4个非内禀自由度只

是被动地响应物质的分布——这种没有决定自己命运的能力的“傀儡”是否应该具有“能

量动量”，本身也是一件值得商榷的事情。

不过，对单方向传播的引力波，我们可以操作掉所有非内禀的自
由度，计算它的“物理”能量密度。

对于多方向传播的引力波交杂在一起的情况，我们并没有统一的“操作坐标系”的方式来

消除所有非内禀自由度，把各种不同坐标系的能量密度加起来的操作就有点诡异了（不

过我的个人观点是这问题不大）。

GR §22 Gravitational Radiation (I) Zhiqi Huang



逆变度规的变化量

如果我们约定用 ηµν 对 hµν 进行指标升降，那么容易验证
ηµν − hµν 和 ηµν + hµν 在一阶近似意义下互为逆矩阵。

也就是说 −hµν 是对 Minkowski 逆变形式度规的偏离。
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近似作用量

在讨论变分法推导爱因斯坦方程时我们证明了：

δS = − 1

16πG

∫ √
−gd4xδgµν

(
Rµν −

1

2
Rgµν

)
如果从 Minkowski 度规出发，微扰到 ηµν + hµν，那么由
于Minkowski度规给出的 Rµν = 0，上面的积分也是零。

这并不奇怪，说的无非是当没有
物质作用量时，Minkowski度规让作
用量取到稳定值（一阶变化量消
失）。
所以我们要算的是个二阶小量——
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近似作用量（续）

把度规 ηµν + εhµν 微扰到 ηµν + (ε+ dε)hµν 时，

δgµν ≈ −hµνdε, Rµν −
1

2
Rgµν ≈ −

1

2
ε�h̄µν

这里利用前一讲推导的谐和坐标系里的 Rµν ≈ −1
2�hµν。

所以

dS = S(ε+ dε)− S(ε)

= − 1

16πG

∫ √
−gd4x (−dε hµν)

(
−1

2
ε�h̄µν

)
≈ − εdε

32πG

∫ √
−gd4x hµν�h̄µν
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近似作用量（续）

然后，很简单，近似把
√
−g 当成 1，并用普通微商代替协变微

商 (因为已经是二阶小量了，再修正下意义不大)。把 ε 从 0 积
分到 1，就会得到

S = − 1

64πG

∫
d4x hµν∂α∂αh̄µν

=
1

64πG

∫
d4x ∂αhµν∂αh̄µν + ignored surface terms

于是我们得到了作用量密度

L =
1

64πG

(
∂hµν

∂t

∂h̄µν
∂t
−∇hµν · ∇h̄µν

)
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哈密顿量密度

对应 hµν 的广义动量

pµν =
∂L

∂
(
∂hµν
∂t

) =
1

32πG

∂h̄µν

∂t

对应的“哈密顿量密度（能量密度）”

H =
∂hµν
∂t

pµν − L =
1

64πG

(
∂h̄µν

∂t

∂hµν
∂t

+∇h̄µν · ∇hµν
)

如前所述，这个“能量密度”并不是通常意义上的局域能量动量
张量的00分量，对其物理意义进行解释时须谨慎！
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考虑一个平面波，取其传播方向为 z 轴，就有

h11 = h+, h22 = −h+, h12 = h21 = h×

其余分量均为零。

容易算出
h̄11 = h+, h̄

22 = −h+, h̄
12 = h̄21 = h×

则能量密度

ρgw =
1

32πG

(
ḣ2

+ + ḣ2
× + |∇h+|2 + |∇h×|2

)
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引引引力力力辐辐辐射射射

只是个傅立叶变换而已！
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考虑以频率ω变化，分布在有限区域内的引力波源

Tµν(t, x) = Mµν(x)e−iωt + c .c .

c.c. 表示复共轭

在离波源很远的 x = rn (n 是代表方向的单位矢, r 代表距离) 处
观测，由之前推出的辐射公式有

h̄µν(t, x) = −4G

∫
d3x′

|x− x′|
Mµν(x′)e−iω(t−|x−x′|) + c .c .

|x− x′| = XX ′

≈ XA

= OX − OA

= r − x′ · n
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把振幅取零阶近似，相位需要更精确些，取一阶近似：

h̄µν(t, x) = −4G

∫
d3x′

r
Mµν(x′)e−iω(t−r+x′·n) + c .c .

≡ −4Ge−iω(t−r)

r
Mµν(ωn) + c .c.

这里的

Mµν(k) ≡
∫

d3xMµν(x)e−ik·x

是 Mµν(x) （Tµν 的振幅）的三维傅立叶变换。

GR §22 Gravitational Radiation (I) Zhiqi Huang



通过把结果两边取 bar 以及升指标，我们得到

hµν(t, rn) = −4Ge−iω(t−r)

r
M̄µν(ωn) + c .c .

以及等价地

h̄µν(t, rn) = −4Ge−iω(t−r)

r
Mµν(ωn) + c .c .
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在 n 方向附近的 dΩ 的立体角内，距离在 r 和 r + δt 之间的空
间范围内的引力波总能量，显然是源在 δ 时间间隔内发出的总
能量。于是有

dP

dΩ
= ρgw(t, rn)r2

我们在远大于 1
ω 的时间内对它求平均(用 〈. . .〉表示)，只有相位

抵消的项才有贡献，所以我们可以把 ∂/∂t 和 ∇ 都替换为 ω (实
际是 iω 或者 −iω，但有非零贡献的项总是一个 iω 和 一个 −iω
相乘)：〈

dP

dΩ

〉
=

r2

64πG

〈
∂h̄µν

∂t

∂hµν
∂t

+∇h̄µν · ∇hµν
〉

=
r2ω2

32πG

〈
h̄µνhµν

〉
这里我们对 hµν 都省略了宗量 (t, rn)。
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代入前面求解得的 h̄µν 和 hµν〈
dP

dΩ

〉
=

Gω2

2π

〈(
e−iω(t−r)Mµν(ωn) + c .c .

)(
e−iω(t−r)M̄µν(ωn) + c .c .

)〉
=

Gω2

2π

(
Mµν(ωn)M̄µν(ωn)∗ + c .c .

)
=

Gω2

π

(
Mµν(ωn)M∗

µν(ωn)− 1

2
|Mα

α(ωn)|2
)

通常我们会省略取平均的符号（因为这是显然必须做的）——
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单频引力辐射功率公式

对单频率源，在方向 n，单位立体角内的引力辐射功率为

dP

dΩ
=

Gω2

π

(
Mµν(ωn)M∗µν(ωn)− 1

2
|Mα

α(ωn)|2
)

这里的Mµν 是 Tµν 的振幅的三维傅立叶变换。
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连连连续续续频频频谱谱谱的的的辐辐辐射射射总总总能能能量量量

四维傅立叶变换
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连续频谱

如果有多个单频的源，只要在足够长的时间内求平均，所有干涉
项都会消失，你只要把单独每个源的辐射功率加起来就行了。

如果是在一段有限时间内发生的事件造成的连续频谱，则只能讨
论辐射总能量 (因为功率不是恒定的且如何平均的意义不明
确)。我们来详细讨论下——
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考虑到所有频率的贡献，hµν 的解要修改成

hµν(t, rn) = −
∫ ∞
−∞

dω
2Ge−iω(t−r)

πr
T̄µν(k)

注意我用负频率 ω < 0 部分的贡献替代了原先写作 c .c . 的部
分。这里的 k 代表四维波矢 kµ = (ω, ωn)。Tµν是 Tµν 的四维傅
立叶变换：

Tµν(k) =

∫
d4x Tµν(x)e ikαx

α

你当然也不难写出

h̄µν(t, rn) = −
∫ ∞
−∞

dω
2Ge−iω(t−r)

πr
T µν(k)
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在 n 方向，单位立体角内的辐射总能量为

dE

dΩ
(n) =

r2

64πG

∫ ∞
−∞

dt

(
∂h̄µν

∂t

∂hµν

∂t
+∇h̄µν · ∇hµν

)
=

G

16π3

∫ ∞
−∞

dt

∫ ∞
−∞

dω

∫ ∞
−∞

dω′(−2ωω′)e−i(ω+ω′)(t−r)T̄µν(k)T µν(k ′)

=
G

8π2

∫ ∞
−∞

dω

∫ ∞
−∞

dω′(−2ωω′)δ(ω + ω′)T̄µν(k)T µν(k ′)

=
G

4π2

∫ ∞
−∞

dω ω2T̄µν(k)T µν(k)∗

=
G

4π2

∫ ∞
0

dω ω2

(
T ∗µν(k)T µν(k)−

1

2
|T αα(k)|2

)

这个结果也可以理解为
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连续谱引力辐射能量公式

对连续谱源，在方向 n，单位立体角内，单位频率间隔的
引力辐射总能量为

dE

dΩdω
(n) =

Gω2

4π2

(
T ∗µν(k)T µν(k)− 1

2
|T αα(k)|2

)
这里的 Tµν 是 Tµν 的四维傅立叶变换，四维波矢 kµ =
(ω, ωn)。
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