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从二维曲面到四维时空

二维曲面的内蕴几何学已经具有足够的代表性。在大多数情况下
阿，可以直接把二维曲面的内蕴几何学的结论推广到四维时空。
但是，我们之前很多的推导都借助了嵌入高维平直空间的假设，
下面我们再以尽量不借助高维平直空间的形式过一遍这些概念，
以加深对广义相对论的逻辑架构的理解。

为了和大多数文献保持一致，我们将使用 (x0, x1, x2, x3) 来标记
四维时空的坐标。这里的 x0 经常具有类似于“时间”的意
义——但要注意弯曲时空的时间和空间坐标选取具有更大的随意
性，一般不能直接用狭义相对论那套“默认上帝视角”的术语来描
述问题。
你或者清晰地说“xx事件在xx坐标系的时间坐标”，或者明确地描述事件“xx通过望远镜

观测到xx钟的时间”，模棱两可的描述“对xx观测者来说xx的钟走得更慢”在广义相对论

里是不被认可的。
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度度度规规规

ds2 = gµνdx
µdxν
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Minkowski时空

狭义相对论里的 Minkowski 时空是四维时空的一种特殊情况。如
果选取惯性运动者的固连直角坐标系，Minkowski 时空的第一基
本形式——以后我们简单就说它的度规是：

ds2 = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2.

也就是度规矩阵是个对角矩阵 diag (1,−1,−1,−1)。

在很多文献中，也有把 Minkowski 时空的度规取为 diag (−1, 1, 1, 1) 的。两种取法并无

谁对谁错之分，但是在同一个工作里，你最好始终坚持用一种取法，否则计算中很容易

产生符号错误。
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Minkowski度规

由对角矩阵 diag (1,−1,−1,−1) 定义的 Minkowski 度规写作
ηµν。 这样在 Minkowski 时空 ds2 = ηµνdx

µdxν .

从这一讲开始，我们将约定：默认用希腊字母来标记四维时空指
标，用拉丁字母来标记三维空间指标。 例如 pµpµ 默认表示
p0p0 + p1p1 + p2p2 + p3p3，而 pipi 默认表示
p1p1 + p2p2 + p3p3。
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一般四维时空度规
一般的四维时空是可以有内禀弯
曲的，也就是说，无论如何取坐
标系，度规 gµν 都不能处处和
ηµν 相同:

ds2 = gµνdx
µdxν .

在宇宙的大多数地方，时空都比较接近 Minkowski 时空，可以把
gµν 写成

gµν = ηµν + hµν .

这里的 |hµν | � 1. 我们后面会专门对这种形式的度规进行研
究，并发展一些非常有用的计算方法。

在另外一些极端的地方，如黑洞、中子星等致密星体的周围。时
空和 Minkowski 时空差距巨大。这种问题一般很难求解，我们将
仅讨论一些最简单的情况。
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联联联络络络

Γλµν =
1

2
(gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ) .
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我们先不假设度规的存在（因而也没有指标的升降等操作）。协
变和逆变张量纯粹由数学定义给出，即它们满足张量的坐标变换
性质

T̃ ν1ν2...
µ1µ2... =

∂xλ1

∂x̃µ1
∂xλ2

∂x̃µ2
. . .

∂x̃ν1

∂xρ1
∂x̃ν2

∂xρ2
. . .T ρ1ρ2...

λ1λ2...
.

即可。

在此前提下，我们根本不讨论物理实体，而是把协变张量和逆变
张量看成不同的数学对象。
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联络的坐标变换性质

如果要求协变微商保持张量性，就可以推出，当从一个坐标系
(x0, x1, x2, x3) 变换到另一个坐标系 (x̃0, x̃1, x̃2, x̃3)，联络的变换
规则为：

Γ̃λµν =
∂x̃λ

∂xα
∂2xα

∂x̃µ∂x̃ν
+ Γαβγ

∂x̃λ

∂xα
∂xβ

∂x̃µ
∂xγ

∂x̃ν

由此可见，联络不是一个张量。

如果有多种可能的联络，显然任何两个联络的差是张量 (因为多

余的那项 ∂x̃λ

∂xα
∂2xα

∂x̃µ∂x̃ν 抵消了)。反过来，给联络 Γλµν 加上任何张

量 Bλµν 都不会影响联络的坐标变换规则。
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协变微商的保张量性

我们再来回忆下协变微商公式(
Tµ1µ2...

ν1ν2...

)
;λ

=
(
Tµ1µ2...

ν1ν2...

)
,λ

+Γµ1ρλT
ρµ2...
ν1ν2... + Γµ2ρλT

µ1ρ...
ν1ν2... + . . .

−Γρν1λT
µ1µ2...
ρν2... − Γρν2λT

µ1µ2...
ν1ρ... − . . .

显然，给联络 Γλµν 加上任何张量 Bλµν 都不会破坏协变微商的
保张量性。
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现在我们引入度规
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协变微商的物理实体性

我们来看 Aµ;ν 和 Aµ;ν 之间的联系。

在曲面嵌入高维平直空间的假设下，矢量的协变微商具有明确的
物理实体对应， Aµ;ν 和 Aµ;ν 对应同一物理实体，所以必然有
Aµ;ν = gµλA

λ
;ν。

如果我们进行的是抽象的不依赖于高维平直空间的讨论。那么除
了我们恰好用了很具有迷惑性的符号之外，两者其实并无确定的
关系。也就是说，如果把 Aµ;ν 写成 Tµν，Aµ;ν 写成 Sµν，则 T
和 S 虽然都是张量（这由联络的坐标变换规则和协变微商的计
算规则即可保证），但 T 和 S 未必对应同一物理量。
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协变微商的物理实体性和度量的普适性之间的关系

显然，协变微商具有物理实体性（升降指标和求协变微商次序可
以交换）和 度量的普适性(度规的协变微商处处为零)是同一件
事情。

例如，如果度规的协变形式的协变微商为零，就有

Aµ;ν =
(
gµλA

λ
)
;ν

= gµλ;νA
λ + gµλA

λ
;ν = gµλA

λ
;ν .
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度量的普适性的等价条件

由于 gµν 是常数矩阵，所以其普通微商为零：

gµν;λ = Γµαλg
α
ν − Γανλg

µ
α = Γµνλ − Γµνλ = 0.

即度规的混合形式的协变微商自动为零，并不给出任何额外限
制。
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度量的普适性的等价条件(续)

度规的协变形式的协变微商为零给出：

gµν;λ = gµν,λ − gανΓαµλ − gµαΓανλ = 0.

如果上述条件得到满足，我们并不需要额外考虑“度规的逆变形
式的协变微商为零”这个条件，这是因为 gµν = gµλg

ν
ρgλρ，而三

个因子的协变微商均为零。
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Christoffel-Levi-Civita联络
如果空间是 n 维的，则 gµν;λ = 0 给出了 n2(n+1)

2 个限制方程，
还不足以确定 n3 个联络。不过，如果假设联络是对称的
Γλµν = Γλνµ，就可以通过直接化简 gµλ;ν + gνλ;µ− gµν;λ = 0 得到

Γλµν ≡ gλαΓαµν =
1

2
(gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ) ;

它有个你记不住的名字，叫Christoffel-Levi-Civita联络，简称
Christoffel 联络。
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挠还是不挠？
在一般的（不假设嵌入高维空间的图景）理论中，可以在联络里
加入额外的一个反对称张量，称为挠率张量。这个挠率张量和曲
线的挠率同样有“扭曲”的意思，但本质并不相同：前者描述的是
由于空间坐标轴的代数不对称性造成的二阶小量修正，后者描述
的是普通欧氏空间里的三阶小量修正。

也许是基于我们的时空嵌入在一个高维平直空间里的大胆假设，
或者纯粹为了减少理论的自由度，爱因斯坦在广义相对论里假设
不存在挠率张量，只使用 Cristoffel 联络。
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测地线

由于广义相对论使用 Cristoffel 联络，我们之前对测地线方程的
推导完全可以照搬到四维时空来，结果同样是

d2xλ

ds2
+ Γλµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0.

如果说广义相对论分为运动学和引力两个部分，那么上面的测地
线方程就是运动学的核心方程。
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在下一讲，我们将转入对爱因斯坦张量的介绍，为讨论广义相对
论的第二核心方程——爱因斯坦引力方程做好准备。
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