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CDM Baryon massless neutrinos Appendix

目前的进度

X 给出度规微扰的数学描述(难度系数 ??)

X 计算爱因斯坦张量(难度系数 ? ? ??)

X 计算各种成分的能量动量张量(难度系数 ? ? ?)

4 写出CDM的运动方程(难度系数 ?)

5 写出baryon的运动方程(难度系数 ??)

6 写出massless neutrino的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ?)

7 写出photon的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ? ? ? ? ??)

8 把所有方程写成代码(难度系数? ? ? ? ? ? ??)
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微微微目目目标标标4

写出CDM运动方程
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暗物质密度扰动 δc 的演化方程

注意曲率势使得单位共动体积对应的物理体积变成了
a3(1− 3Ψ)，欧拉连续性方程成为：

d
(
ρ̄c(1 + δc)(1− 3Ψ)a3

)
dτ

+∇ ·
[
ρ̄c(1 + δc)(1− 3Ψ)a3~uc

]
= 0.

注意 ρ̄ca
3 是常数，以及 ~uc = d~x

dτ 是小量，上式保留一阶近似为

dδc
dτ
− 3

dΨ

dτ
+∇ · ~uc = 0

转化到傅立叶空间，并利用定义 υc ≡ i
~k
k · ~uc，即得到

dδc
dτ

= 3
dΨ

dτ
− kυc

和第7讲忽略度规扰动的方程相比，方程右边的 3dΨ
dτ 是在牛顿

规范下的相对论修正。在较小尺度上，由于要考虑的 k 都很
大，可以忽略这个修正。
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暗物质速度归一化散度 υc 的演化方程

第7讲的冷物质速度演化方程

d
[
a2 d~x

dt

]
dt

= −∇Φ

可以直接使用（因为已经包含度规扰动 Φ 了。作替换 dτ = dt
a

之后，方程是：
1

a

d [a~uc ]

dτ
= −∇Φ

两边左点乘 ∇ 得到
1

a

d(a∇ · ~uc)

dτ
= −∇2Φ

最后转化到傅立叶空间

dυc
dτ

= −aHυc + kΦ
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目前的进度

X 给出度规微扰的数学描述(难度系数 ??)

X 计算爱因斯坦张量(难度系数 ? ? ??)

X 计算各种成分的能量动量张量(难度系数 ? ? ?)

X 写出CDM的运动方程(难度系数 ?)

5 写出baryon的运动方程(难度系数 ??)

6 写出massless neutrino的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ?)

7 写出photon的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ? ? ? ? ??)

8 把所有方程写成代码(难度系数? ? ? ? ? ? ??)
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写出baryon运动方程
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重子密度扰动 δb 的演化方程

虽然电子会和光子碰撞，但局域碰撞不影响描述物质守恒的欧拉
方程。 如果忽略压强，重子的密度扰动和暗物质密度扰动满足
一样的方程：

dδb
dτ

= 3
dΨ

dτ
− kυb

在CAMB中，实际还引入了重子声速的计算，并对重子压强产
生的效应做了修正。不过这是非常小的效应，在我们最简版本里
暂不讨论。
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重子速度归一化散度 υb 的演化方程

重子的动量演化要考虑到电子和光子的碰撞 （电子和原子核之
间的库仑作用使得电子的动量可以有效传递给所有重子成分）。
在相对论情形，光子流体元的动量密度为
(ργ + pγ)~uγ =

4ργ
3 ~uγ。 从重子参考系看，所有光子都发生单

次Thomson散射时，传递给重子的净动量密度为∑
Pγ→b =

4

3
ργ (~uγ − ~ub)

乘以每个光子被散射的平均次数 neσT cdt = aneσT cdτ，再除
以ρb转化为了流体加速度：

d~ub
dτ

= . . .+
4ργ
3ρb

aneσT c (~uγ − ~ub)

然后变换到傅立叶空间，取归一化散度把 ~ub 转化为 υb：

dυb
dτ

= −aHυb + kΦ +
4ργ
3ρb

aneσT c (υγ − υb)
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光子的 υγ

我们已经讨论过光子的流体描述和分布函数微扰的关系：

υγ =
1

4
Fγ1

我们加上了下标 γ 以区分光子和中微子的 F`。
另外，

ργ
ρb
a =

Ωγ
Ωb
是常数（注意采用的是 a0 = 1 的归一化习

惯）， 所以最后我们会使用的方程是：

dυb
dτ

= −aHυb + kΦ +
4Ωγ

3Ωb
neσT c

(
1

4
Fγ1 − υb

)
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和 RECFAST 对接

自由电子数密度 ne(z) 可以用

ne(z) = nHXe(z) =

3H2
0

8πG Ωb(1− YP)

mH
(1 + z)3Xe(z)

以及RECFAST输出的 Xe(z) 算出来。
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目前的进度

X 给出度规微扰的数学描述(难度系数 ??)

X 计算爱因斯坦张量(难度系数 ? ? ??)

X 计算各种成分的能量动量张量(难度系数 ? ? ?)

X 写出CDM的运动方程(难度系数 ?)

X 写出baryon的运动方程(难度系数 ??)

6 写出massless neutrino的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ?)

7 写出photon的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ? ? ? ? ??)

8 把所有方程写成代码(难度系数? ? ? ? ? ? ??)
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微微微目目目标标标6

中微子玻尔兹曼方程
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中微子的玻尔兹曼方程

碰撞可以忽略的中微子要用完整的玻尔兹曼方程描述 f (τ,~x , ~q)
的演化：

∂f

∂τ
+

dx i

dτ

∂f

∂x i
+

dq

dτ

df0
dq

= 0

注意最后一项里我们只保留了 df0
dq 的贡献，而未考虑完整的 δf

对 ~q 的偏导。这是因为 d~q
dτ 已经是一阶小量，和它相乘的因子里

只要保留零阶项就行了。
同样的理由，由于 ∂f

∂x i
是一阶小量，我们只要保留 dx i

dτ 的零阶近

似 d~x
dτ = ad~x

dt ≈
~q/a√

(q/a)2+m2
。忽略中微子质量时， d~x

dτ ≈ q̂。

NOTES: 注意玻尔兹曼方程里是单粒子的 dx i

dτ
，和之前的理想流体近似里的流体元（多

粒子平均）速度不一样。
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中微子的玻尔兹曼方程（续）

变换到傅立叶空间，利用 q̂ · ~k = kµ，有

∂δf

∂τ
+ ikµδf +

dq

dτ

df0
dq

= 0. (1)

附录中给出了 dq
dτ 的计算。 把结果

dq
dτ = q (Ψ′ − ikµΦ) 代入 (1)

后就得到

∂δf

∂τ
+ ikµδf + q

(
Ψ′ − ikµΦ

) df0
dq

= 0.

两边对 q3dq 积分，并除以
∫
f0(q)q3dq, 得到 F (τ, k, µ) 的演化

方程：

∂F

∂τ
+ ikµF +

(
Ψ′ − ikµΦ

) ∫ q4 df0
dq dq∫

q3f0dq
= 0.
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中微子的玻尔兹曼方程（续）

利用 f0(q) ∝ 1

e
q

TCNB +1
，直接计算最后一项的积分，得到

∂F

∂τ
+ ikµF + 4

(
ikµΦ−Ψ′

)
= 0.

代入Legendre多项式展开 F (τ, k , µ) =
∑∞

`=0(−i)`F`(τ, k)P`(µ)，
并利用递推公式 µP`(µ) = `+1

2`+1P`+1(µ) + `
2`+1P`−1(µ)，得到：[

∂F`
∂τ
− k

`

2`− 1
F`−1 + k

`+ 1

2`+ 3
F`+1

]
− 4kΦδ`1 − 4Ψ′δ`0 = 0.
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中微子的玻尔兹曼方程（续）

对固定的 k 而言，F` 就只是 τ 的函数，所以我们把 ∂F`
∂τ 换成

dF`
dτ 。另外，我们把所有下标都标注上 ν 以表示这是中微子的分
布函数扰动。
实际的数值计算中，我们不可能无限地算无穷多的 F`，所以我
们将采用截断 `max。这样 Fν`max 的演化方程就不封闭了。我们
采用一种被实践证明是不错的近似：

dFν`max

dτ
= k

2`max + 1

2`max − 1
Fν,`max−1 −

`max + 1

τ
Fν`max

这个近似只是为了提高精度而采用的。它当然并不关键，只要你
`max 取得够大，直接就随便用个 Fν`max = 0 也不会有什么问题
（当然，代价是代码运行速度变慢了）。

COSM §10 Linear Perturbation Theory II Zhiqi Huang
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中微子（忽略质量）的演化方程

最后写到一起，就是

dFν0

dτ
= −1

3
kFν1 + 4Ψ′

dFν1

dτ
= k

(
Fν0 −

2

5
Fν2 + 4Φ

)
dFν`
dτ

= k

[
`

2`− 1
Fν,`−1 −

`+ 1

2`+ 3
Fν,`+1

]
, 2 ≤ ` < `max

dFν`max

dτ
= k

2`max + 1

2`max − 1
Fν,`max−1 −

`max + 1

τ
Fν`max
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目前的进度

X 给出度规微扰的数学描述(难度系数 ??)

X 计算爱因斯坦张量(难度系数 ? ? ??)

X 计算各种成分的能量动量张量(难度系数 ? ? ?)

X 写出CDM的运动方程(难度系数 ?)

X 写出baryon的运动方程(难度系数 ??)

X 写出massless neutrino的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ?)

7 写出photon的玻尔兹曼方程(难度系数 ? ? ? ? ? ? ? ? ??)

8 把所有方程写成代码(难度系数? ? ? ? ? ? ??)

再坚持亿下，反正永远都不可能 就快要完成小目标了。
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附附附录录录

dq
dτ 的计算
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CDM Baryon massless neutrinos Appendix

dq
dτ 的计算

我们使用测地线方程的另一种等价形式来推导 dq
dτ :

dpλ
dx0

=
1

2
gµν,λ

pµpν

p0

注意到上一讲中给出的 pi = −(1−Ψ)qi，pi = 1
a2 (1 + Ψ)qi , 以

及 p0 = 1−Φ
a2

√
q2 + m2a2，测地线方程保留到一阶小量，就有

−dqi
dτ

+ qi
dΨ

dτ
= ∂iΦ

√
q2 + m2a2 +

q2√
q2 + m2a2

∂iΨ
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CDM Baryon massless neutrinos Appendix

dq
dτ 的计算

注意到粒子在移动，所以 dΨ
dτ 和我们约定的 Ψ′ ≡ ∂Ψ

∂τ 不同，

dΨ

dτ
= Ψ′ + ∂jΨ

dx j

dτ
= Ψ′ +

qj√
q2 + m2a2

∂jΨ.

于是就有

−dqi
dτ

+qi

(
Ψ′ +

qj√
q2 + m2a2

∂jΨ

)
= ∂iΦ

√
q2 + m2a2+

q2√
q2 + m2a2

∂iΨ
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dq
dτ 的计算

写到傅立叶空间，

−dqi
dτ

+qi

(
Ψ′ + ı̇

kqµ√
q2 + m2a2

Ψ

)
= ı̇kiΦ

√
q2 + m2a2+ı̇ki

q2√
q2 + m2a2

Ψ

两边同乘以 qi 并对 i 求和，

−q dq
dτ

+ Ψ′q2 = ı̇kqµ
√

q2 + m2a2Φ.

即
dq

dτ
= qΨ′ − ı̇kµ

√
q2 + m2a2Φ

COSM §10 Linear Perturbation Theory II Zhiqi Huang


	CDM
	Baryon
	massless neutrinos
	Appendix

