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三体问题

一般的三体（或多体）问题复杂无规律，需要数值求解。在这一
讲里我们仅讨论可以解析处理的一些特殊问题。
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三三三体体体圆圆圆轨轨轨道道道问问问题题题
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讨论：多体共面绕转问题

只考虑引力相互作用时，多个共面的质点 m1,m2, . . .mn 围绕固
定点 O 以同一个角速度做匀速圆周运动，证明 O 一定是这些质
点的质心。
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讨论：正三角形构型的三体圆轨道问题

证明： 只考虑引力相互作用时，排列成正三角形的三个质点
m1,m2,m3 可以在它们所在平面内绕它们的质心以角速度
ω =

√
G(m1+m2+m3)

a3
旋转，这里 a 是正三角形的边长。

然后讨论这种运动的稳定性。
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讨论：共线构型的三体圆轨道问题

只考虑引力相互作用时，排列成直线的质点 m1,m2,m3 可以绕
它们质心以同一个角速度旋转的充分必要条件是什么？
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共线构型的三体圆轨道问题

由于受力平衡只和距离之间的比例有关，我们只要求解 m2 和
m3 之间的距离 与 m1 和 m2 之间的距离之比 λ = r23

r12
。由受力平

衡容易导出 λ 满足的方程为：

(m1 +m2)λ
5 +(3m1 +2m2)λ

4 +(3m1 +m2)λ
3 − (m2 +3m3)λ

2 − (2m2 +3m3)λ− (m2 +m3) = 0.

这个方程最早由欧拉导出（却因拉格朗日发扬光大而被称为拉格
朗日五次方程）。用罗尔定理容易判断，对任意的
m1,m2,m3 > 0，这个方程都有唯一的正数解。
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共线构型的三体圆轨道问题：近似方法

拉格朗日五次方程很漂亮，但是这个方程依赖于两个自由参数
（m1/m2 和 m3/m2），很难找到一个简明求解的办法。于是我
想了一个不同的处理方式，目的是把质量依赖先剥离出来。
取三个质点的质心为原点，并设三个质点的坐标依次为
x1 < x2 < x3。容易根据受力平衡导出

x1
(x2 − x3)2

+
x3

(x2 − x1)2
=

x2
(x1 − x3)2

. (1)

容易根据方程两边的单调性证明，对给定的 x1 < 0 < x3，都存
在 x2 的唯一解（符号不确定，但是满足 x1 < x2 < x3）。
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共线构型的三体圆轨道问题：近似方法

令 α ≡ x3+x1
x3−x1

（显然有 −1 < α < 1)，β ≡ 1− x2
x3+x1

（当 x3 + x1

趋向于零时，该极限仍然存在）。因为方程 (1) 意味着从 x3/x1
可以唯一确定 x2/x1，所以方程 (1) 实际上给出了从 α 到 β 的映
射。

x3
x1

=
α+ 1

α− 1
,
x2
x1

=
2α(1− β)

α− 1

代入 (1) 可以得到 β(α) 隐函数表达式

α− 1

[α(1− 2β)− 1]2
+

α+ 1

[α(1− 2β) + 1]2
=

α(1− β)

2
. (2)

因为 α 反号不改变这个方程，所以 β 是 α 的偶函数。
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共线构型的三体圆轨道问题：近似方法

β ≈ βapp =

[
2
√
3

(
1√

1− α2
− 1

)
+

17
√
17

5
√
5

]−2/3

. (3)

隐函数形式 (2) 当然还是很
麻烦。为了便于处理，我
在上面给出了它的一个近似
解。
右图展示了 βapp 和 β 的对
比。注意 β始终位于 (0, 0.3)
的小范围内，这为我们后面
近似求解提供了方便！
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共线构型的三体圆轨道问题：近似方法

现在回到原问题上来：原点为质心这个条件
m1x1 +m2x2 +m3x3 = 0 可以写成

α =
ν

µ+ 1− β
. (4)

这里 µ ≡ m1+m3
2m2

, ν ≡ m1−m3
2m2

。
由于 0 < β < 0.3 ≪ 1 + µ，我们可以取一个“中间 β”先粗略估
计 α 的值。这里我取 β = 1

12，得到 α ≈ ν
µ+ 11

12

。这个解当然很粗
略。不过，知道了 α 的大致位置后，我们可以对 β 有个大致估
计了。
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共线构型的三体圆轨道问题：近似方法

把估计的 β 近似值（而不是随便取的中间值），即

β ≈

2√3

 µ+ 11
12√(

µ+ 11
12 + ν

) (
µ+ 11

12 − ν
) − 1

+
17
√
17

5
√
5

−2/3

.

代入严格的方程 (4)，最终得到令我们满意的近似

α ≈
ν

µ+ 1−
[
2
√
3

(
µ+ 11

12√
(µ+ 11

12
+ν)(µ+ 11

12
−ν)

− 1

)
+ 17

√
17

5
√
5

]−2/3
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共线构型的三体圆轨道问题：近似方法

我们最后写成质量比的显示表达式，并给出 α 和距离比
λ = r23/r12 的关系：

α ≈
m1 − m3

m1 + 2m2 + m3 − 2m2

[
2
√
3

(
6m1+6m3+11m2√

(12m1+11m2)(12m3+11m2)
− 1

)
+ 17

√
17

5
√

5

]−2/3

λ ≈

1 − α

1 − 2

[
2
√
3

(
1√

1−α2
− 1

)
+ 17

√
17

5
√

5

]−2/3


1 + α

1 − 2

[
2
√
3

(
1√

1−α2
− 1

)
+ 17

√
17

5
√

5

]−2/3

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共线构型的三体圆轨道问题：近似方法

右图给出了近似的解析解
和计算机数值解的差异。
最大的相对误差大约为
0.35%。
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限限限制制制性性性三三三体体体问问问题题题
三体中如果有一个天体质量可以忽略（测试粒子），那么
其实另外两个天体是做有规律的二体运动。测试粒子在二

体的动态引力势中运动。
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圆形限制性三体问题
当二体做圆轨道运动时，限制性三体问题变得异常简单。我们可
以用这个模型来近似描述日地+人造卫星的短时间运动。取以日
地质心为原点，和地球公转同步的旋转参考系。通过受力分析容
易发现，测试粒子受力平衡的点有五个（拉格朗日点）。

其中 L1，L2 和 L3 和日地共线； L4 和 L5 和日地形成正三角
形。这些构型是不是很眼熟？！
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讨论：拉格朗日点的计算

取地日质量比的最低阶近似，计算拉格朗日点的位置。

CelMA §4 日日日地地地系系系统统统的的的拉拉拉格格格朗朗朗日日日点点点 Zhiqi Huang



课后作业

真空中有质量分别为 m1, m2, m3, m4 的四个均匀小球。它
们一开始速度均为零，且两两之间距离都是 r（远大于小球
半径）。它们在引力作用下开始运动，多久后会有小球之间
发生碰撞？
说明 L1, L2 和 L3 是不稳定平衡点；并讨论日地系统的 L4
和 L5 的稳定性。
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